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Et mal for tyngden. - Fra Galilei til Huygens
Tom Bggeskov
Der er almindelig antaget at Galilei fandt en veerdi for
tyngdeaccelerationen. Bggeskov gar i rette med denne antagelse og
viser udviklingen fra den unge mekaniks proportionslere til den
modne mekaniks dimensionsanalyse.

To ud af tre - de klassiske problemer
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Hvordan man tredeler en vinkel - med snyd. Og hvorfor man ikke
kan gere det med den autoriserede brug af passer og lineal.
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neutronspredning pa antiferromagnetisk sglv. Tegningen viser det flade-
centrerede, kubiske, antiferromagnetiske sglvgitter. Lees artiklen side 1

Bagsiden:

Den orden der hersker ved de allerlaveste temperaturer kan kun skabes ved
at betale en told i form af stgrre uorden et andet sted i universet. Her ved
lavtemperatur laboratoriet p& Hahn-Meitner instituttet i Berlin. Under Kim
Lefmann, der star og fylder helium pa opstillingen, ses indeslutningen om
det der et par dage efter vil vaere verdens koldeste sglv.

Artikler modtages!

KVANT modtager meget gerne artikler, forslag til artikler, forslag til te-
manumre, debatindleeg, og kritik. Indleg modtages helst p& en DOS-
formatteret diskette og helst som ren DOS-tekstfil eller som IATgX- kode.
Redakteren vil gerne hgre fra kommende forfattere og bistar gerne med
uforpligtende rad. Vores beholdning af kommende artikler er neer bunden.
Sa hvis du mener at det du laver er veerd at meddele andre, er du velkommen
til at kontakte mig pa adressen: Mads Hammerich, Gersonsvej 40, 2900
Hellerup, TIf: 39 61 27 30. Abonnement pd KVANT koster 135 kr for en
argang. Medlemmer af Dansk Fysisk Selskab og Selskabet til Naturlzrens
Udbredelse modtager bladet som medlemsblad. Bemark at studerende kan
blive medlemmer hos DFS for 75 kr arligt. Abonnement tegnes hos Lene
Korner, Matematisk Institut, Universitetsparken 5, 2100 Kbh 0.


mailto:kvant@nbi.dk

Verdens trediekoldeste eksperiment -
kernemagnetisk orden i sglv.

Kim Lefmann, Afdelingfor Faststoffysik, Forskningscenter Risg
Finn B. Rasmussen, @rsted Laboratoriet, Niels Bolir Instituttet
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Figur 1. Den absolutte temperaturskala afbildet logaritmisk.

Temperaturskalaen

| dagligdagen faler vi en gevaldig forskel pa en varm
sommerdag og en kold vintermorgen. Malt pa den ab-
solutte temperaturskala (Kelvinskalaen) holder forskellen
i temperatur sig dog under 20%, s& set i det helt store
perspektiv (figur 1) lever vi i et ret snaevert temperaturin-
terval. | verdensrummet er temperaturvariationeme meget
starre, reekkende fra millioner af grader i stjernernes indre
til det tomme rum mellem stjernerne, hvor den termiske
baggrundsstraling svarer til en temperatur pd 2.7 K - altsa

mindre end 3 grader over det absolutte nulpunkt.

Lavtemperaturfysikken er den diciplin, der beskeeftiger
sig med de laveste temperaturer, jo lavere desto bedre.
Praktisk taget hver gang, det er lykkedes at drive tempera-
turen endnu laengere ned, har man gjort nye, overraskende
opdagelser. 1 1996 er Nobelprisen i fysik blevet tildelt
de tre, der i 1972 uventet opdagede superfluiditet i :iHe,
fundet ved 2,5 mK. Gransen for de lavest opnaelige tem-
peraturer ligger nutildags 10 millioner gange lavere, under
1nK. Det er det temperaturomrade, denne artikel handler
om.
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Hvordan opnar man de laveste temperaturer?

Det eneste stof, der forbliver flydende ned til de laveste
temperaturer, er helium. Den almindelige isotop, 4He,
koger ved atmosfeeretryk ved en temperatur pa 4,2 K. Pa
grund af den latente varme forbundet med fordampningen
bliver flydende 4He i praksis ofte brugt som kglemiddel.
Hvis trykket over flydende 4He s&nkes, f. eks. med en
pumpe, vil den forggede fordampning senke temperatu-
ren af vaesken, se figur 2. Omkring ca. 1K vil damptrykket
af 4He imidlertid vaere sa lavt, at der ikke leengere er no-
gen kgleeffekt. Med den lette, men sjaeldne helium-isotop,
3He, gar det tilsvarende. Kogepunktet ved atmosferetryk
er 3,2 K, og ved pumpning kan man i praksis kgle ned til
0,3 K. Denne metode udnyttes ogsa til keleformal - men
der er stadig meget langt endnu til de lave temperaturer, vi
sgger.

Figur 2. Kogning ved lavt tryk af flydende 3He eller flydende
4He kan frembringe temperaturer ned til henholdsvis 0,3 K og
1,5 K. Komponenter under den punkterede linie befinder sig i
et vakuumkammer neddykket i flydende 4He (4,2 K).

Et meget vigtigt skridt mod lavere temperaturer kan
tages ved at blande 3He og 4He. Ved de laveste tempe-
raturer er vaeskerne kun delvist blandbare (6% 3He i 4He
0g 0% 4He i 3He). Hvis man kgler en flydende 50:50
blanding af de to, adskilles den i to faser, og den lette
fase med koncentreret 3He vil leegge sig gverst. En pro-
ces, hvor 3He oplgses i 4He, er endoterm, og kan kgle
He-blandingen. For at opretholde en kgleeffekt kan man
fjerne 3He selektivt fra den fortyndede (nederste) fase ved
destillation. Under 1 K er damptrykket af 3He er nemlig
langt starre end af 4He, som navnt tidligere (figur 2). |
praksis vil man pumpe pa en beholder, der er forbundet til
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den fortyndede fase, som vist pa figur 3.

For at fa den skitserede blandingskeling til at forlgbe
kontinuerligt, komprimerer man den uddestillerede 3He
gas ved stuetemperatur og sender den tilbage til den
koncentrerede (gverste) fase, efter fgrst at have forteettet
gassen ved hjeelp af pumpet 4He ved ca. 1,5 K. Hele denne
opstiling, som er skitseret pa figur 3, kaldes en blandings-
keler. Disse kglemaskiner kan kabes kommercielt og kan
- afhangig af pris, varmebelastning m.v. - na ned til tem-
peraturer i intervallet 2-35 mK. Blandingskgleren er et
meget vigtigt instrument i dagens lavtemperaturfysik, og
den udger da ogsa en vigtig del af den opstilling, vi her
vil beskrive.

Ved millikelvin-temperaturer er varmekapaciteten af
de fleste stoffer forsvindende. Der kraeves derfor
ikke meget kalekraft for at fa stoffet kalet yderligere.
Denne kglekraft kan hentes fra atomkernerne i stoffet!
Kglemetoden kaldes for adiabatisk afmagnetisering, og
vi vil nedenfor prgve at illustrere principperne i den.

Man placerer en prgve, oftest kobber, i et kraftigt mag-
netfelt, typisk 5-10 T. Atomkernernes spin | (se box: Spin)
giver anledning til et magnetisk dipolmoment, /i, som
igen bevirker en energiforskel mellem de enkelte kerners
spintilstande i feltet. Dette er illustreret i figur 4 for det
simpleste tilfeelde med kun 2 tilstande.

Hvis temperaturen er tilstrekkelig lav, vil det mag-
netiske felt veere i stand til at polarisere kernerne be-
tragteligt. Det koster energi at vende et spin vaek fra
magnetfeltets retning. Deraf fglger at det polariserede ma-
teriale har en sdkaldt magnetisk varmekapacitet. Denne
magnetiske varmekapacitet vil veere mange gange starre
end varmekapaciteten for resten af systemet (lednings-
elektronerne og krystalgitteret). Kaldes antallet af kerner
med spin op (dvs. magnetisk moment parallelt med feltet)
for nop og antallet med spin ned for nned, vil forholdet
mellem dem veere givet ved Boltzmann faktoren

tl-ned
ttop

hvor e = 2pB er energiforskellen mellem de to kernetil-
stande i magnetfeltet B, kB er Boltzmanns konstant og T
er temperaturen. | tilfeeldet i figur 4, hvor nned/nop = |,
kan T beregnes, nar B samt konstanterne er kendt.
Polariseringen af atomkernerne tager ved temperaturer
pa omkring 10 mK lang tid - i et metal typisk 1-2 dage, i
isolatorer op til adskillige &. Denne lange relaksationstid
skyldes, at den termiske kontakt mellem kernerne og det
omgivende stof er meget svag. Dette lyder umiddelbart
som en ulempe for eksperimentalfysikeren, men det viser
sig at veere en meget vigtig egenskab. Hvis man nemlig
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@ndrer pad magnetfeltet pa en tidsskala, der er hurtigere
end kernernes relaksationstid, kan man regne den sam-
lede kemepolarisering for konstant. Derved vil kernernes
entropi, der i et magnetfelt kun afhanger af polariserin-
gen (se box: Entropi), ogsa vaere konstant, og processen
er adiabatisk. En anden konsekvens af den langsomme
relaksation er, at kernernes temperatur sagtens kan veere
forskellig fra temperaturen af det elektroniske system - i
hvert fald i nogen tid.

0.3K — 3mK

Figur 3. Komponenterne fra foregdende figur er udbygget til
en blandingskaler. IHe gas forteettes ved 1,5 K og oplgses
i 4He i blandingskammeret MC. | destillatoren D separeres
'He atter fra 4He. Alt under den punkterede linie er inde i et
vakuumkammer, hvis veeg har temperaturen 4,2 K.

tt-H -
Figur 4. Energiniveauer for atomkerner med spin | = 1/2
(f. eks. 109Ag) i et magnetisk felt B.

Lad os nu se pa, hvad der sker med kernernes tempe-
ratur ved en adiabatisk afmagnetisering. Da nned/n op er
konstant, ma hgjresiden af (1) ogsa veere konstant, p og
kB er konstante, og derfor ma vi have at B /T —Konstant,
sa vi far:

rj-i _ Bslut rji

Lslut start’ \%

H start

Ved at reducere magnetfeltet kan man altsa saenke kerner-
nes temperatur! Fra (2) ser det endda ud som om, at tempe-
raturen kan bringes helt ned til det absolutte nulpunkt ved
at lade Bsiut = 0. Dette er nu ikke tilfeeldet, for i det sim-
ple udtryk ovenfor har man udeladt det lokale magnetfelt
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pa den enkelte kernes plads, Biokah der skyldes kernernes
indbyrdes vekselvirkning. Bliver dette inkluderet, skal
B erstattes med (approksimativt) \/B 2+ Bfokal. Men
da det lokale felt ofte er meget lille, af starrelsesordenen
1 mT, kan processen bruges til at kale til meget lave tem-
peraturer.

Princippet bag adiabatisk afmagnetisering virker umid-
delbart anti-intuitivt og kreever nok en kvalitativ forkla-
ring. Prgv at betragte &ndringerne i e og i kernernes for-
deling pa figur 5. Lad processen starte i et svagt magnet-
felt og ved en lav forkglingstemperatur (typisk ner blan-
dingskammerets temperatur). Under delproces a forgges
magnetfeltet til B start\ herved bliver e starre, og tempera-
turen stiger. Under b relakserer kemesystemet tilbage til
forkgleanleeggets temperatur Tstarl\ spinsystemet afgiver
varme, indtil det opnér den hgjere polarisering givet ved
det hgje felt og Tstart. Til slut tager en adiabatisk afmag-
netisering os tilbage til det oprindelige lave magnetfelt
B sjut, men den hgjere polarisering betyder, at temperatu-
ren Ts[ut er lavere end Tstart, jvnfr. lign. 2. Processen a
- b - ¢ har fjernet varme (og entropi) fra kernespinnene,
som derved er blevet afkglet. Systemet kan optage varme
udefra, mens temperaturen stiger til Tstart, ved konstant
magnetfelt.

B

Figur 5. Kgling ved adiabatisk afmagnetisering, a: mag-
netfeltet forgges til Bstart- b: kemesystemet kgles tilbage
(relakserer) til Tstart\ det bliver herved sterkere polariseret,
c: magnetfeltet senkes til Bsiut ved uzndret polarisation.
Temperaturen falder til Ts/UW, jvnfr. ligning (2)

Kernemagnetisme og neutronspredning

I et magnetisk materiale, f.eks. en kaleskabsmagnet, virker
der steerke kraefter mellem de magnetiske momenter fra
nertliggende atomer. Ligeledes virker der magnetiske
kreefter mellem momentet fra atomkerner, omend disse
kreefter kan veere milliarder af gange svagere.

I mange tilfeelde kan de magnetiske dipolkrefter neg-
ligeres til fordel for de sterkere udvekslingskrefter (ex-
change), som er af elektrisk natur og skyldes indflydelsen
fra de omgivende elektroner. Den magnetiske energi som
falge af vekselvirkningen mellem to spin kan s approx-
imeres ved Heisenberg modellen:

Htj = Jh 1j. ®)

Hvis J er negativ, svarer det til, at spinnene foretreekker



Active gauges er et nyt koncept til vakuummaling. Méle-
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at pege i samme retning. Herved kan man fa et stort
samlet moment, som for en elektronisk magnet kan ud-
nyttes makroskopisk. Jern er et sddant materiale, og
denne magnetismetype kaldes derfor ferromagnetisme.
Jern er ferromagnetisk under en Kkritisk temperatur pa
Tc = 1043 K, men over denne verdi vil den termiske
uorden gdelseegge den magnetiske orden. Hvis J derimod
er positiv, foretraekker spinnene en anti-parallel ordning,
0og man taler om antiferromagnetisme. Dette er illustreret
i figur 6. Den kritiske temperatur for antiferromagneter
kaldes TN.

t1l!'11 NIM

Figur 6. Ferromagnetisk og antiferromagnetisk orden i 1 di-
mension.

Der er mange spaendende, ulgste problemer indenfor
antiferromagnetisme, men vi vil ngjes med at praesentere
et enkelt her. Figur 7 forestiller tre spin, som alle
vekselvirker med hinanden. Lader man det ene spin
pege "op" og det andet "ned", kan det sidste ikke sam-
tidigt "tilfredsstille” relationerne til begge sine naboer.
Denne situation betegnes meget rammende med ordet
frustration.  Var der tale om klassiske spin, kunne

de indgd et kompromis ved at dreje spinnene 120° i
forhold til hinanden, men for kvantemekaniske spin (for
i°9Ag er | = 1/2) er dette ikke sd ligetil. Endnu
ved man ikke en gang, om et antiferromagnetisk to-
dimensionalt trekantgitter vil have en ordnet fase, eller
om der vil veere uorden ned til de laveste temperaturer.

Figur 7. Magnetisk frustration illustreret ved antiferromag-
netiske spin i en trekant. Det er umuligt at fa alle tre spin til
at veere indbyrdes antiparallelle samtidigt.

Krystalstrukturen af Ag er flade-centreret kubisk (fcc),
som skitseret pa figur 8. En antiferromagnetisk naermeste-
nabo kobling i denne geometri vil fare til frustration i tre
dimensioner. Dette er netop tilfeldet for 109Ag, og det
var en af grundene til, at vi valgte at undersgge kernemag-
netisme i netop dette stof.

Det overordnede formal med vores projekt var altsa at

Verdens trediekoldeste eksperiment.



finde ud af:

* Om kemespinnene i 109Ag har en ordnet tilstand
ved de laveste temperaturer.

 Huvilken struktur der i sa fald er tale om.

Fra tidligere malinger i Helsinki var man ret sikker pd, at
der var en ordnet fase, omend dette ikke kunne vides med
sikkerhed.

Figur 8. Atomernes position i en flade-centreret kubisk krys-
tal. Trekanten forbinder nermeste naboer og ses 0gsa i den
foregéende figur.

Figur 9. Bragg’s betingelse for konstruktiv interferens ved
reflektion fra to planer.

Det endelige svar pé de to spgrgsmal ovenfor kunne
kun findes ved hjelp af neutronspredning. Her ud-
nytter man, at neutroner (ligesom andre partikler) har
bglgenatur. En neutron med en veldefineret hastighed kan
altsa tilskrives en bestemt bglgelengde, A som for spred-
ningseksperimenter typisk er en brgkdel af en nanome-
ter. NAar neutroner sendes ind imod en krystal, kan de
spredes i bestemte retninger pd samme made som for
rentgendiffraktion.  Dette skyldes interferens imellem
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spredning fra atomerne i forskellige gitterplaner, og spred-
ningsvinklerne er givet ved Bragg’s lov:

2dsm{9) = n\, 4

hvor d er afstanden mellem gitterplaneme, og n er et
naturligt tal (se figur 9). | dette eksperiment har vi kon-
centreret os om de mindste observerede spredningsvinkler,
dvs.n =1

Ogsa neutroner har et spin, s = 1/2, og sandsynlighe-
den for spredning mellem en neutron og en atomkerne
afhanger generelt af de to spins indbyrdes orientering.
For 10Ag spredes neutroner kraftigst fra kerner med an-
tiparallelt spin (her er spredningstvaersnittet starst). Derfor
er neutronerne fglsomme overfor kememagnetisk orden,
som vil give anledning til nogle leengere effektive gitter-
afstande og derved til spredning ved lavere vinkler. Dette
er illustreret pa figur 10 for en sékaldt type-1, eller (001),
struktur svarende til, at kemespinnene peger skiftevis op
og ned i hvert andet gitterplan langs en kubisk hovedakse
afkrystallen. Denne struktur var fgr forsgget forudsagt ud
fra teoretiske udregninger pa klassiske spin.

Figur 10. Antiferromagnetisk (001) struktur af kernespin
set fra en neutrons synsvinkel. De abne cirkler illustrerer
forskellen i spredningstvarsnit for de to spinretninger.

Den ordnede kernemagnetiske fase af 10Ag

For at undersgge den ordnede fase af kemespinnene i
10Ag matte vi altsd bade have en kryostat, der kunne kale
til de allerlaveste temperaturer samt have adgang til en kon-
stant tilfgrsel af neutroner med veldefineret bglgelaengde.
Neutronerne fandt vi pd Hahn-Meitner Institut i Berlin,
og kryostaten blev transporteret fra Risg, hvor et lignende
forsgg med kememagnetisk orden i Cu var blevet afsluttet
kort forinden. (Selvprojektet kunne teknisk set ogsa have
veeret afviklet pa Risg, men gkonomien her kunne ikke
lengere baere et kostbart kememagnetisk eksperiment.)

I figur 11 er skitseret opbygningen af den kryostat,
vi har anvendt i Berlin siden 1992. | den yderste tynde
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skal er der et isolerende vakuum, mens den nastyderste
skal er fyldt med flydende 4He ved 4.2 K samt en rekke
superledende magneter. Det inderste store volumen er
ligeledes i vakuum og indeholder selve eksperimentet.
@verst ses blandingskgleren med det kolde blandings-
kammer underst. Derunder heenger forste kernetrin: En
stor (1,4 kg) kobbercylinder, termisk forbundet til blan-
dingskgleren gennem en varmeafbryder af aluminium, der
kan ggres superledende eller normaltledende ved hjelp
af en magnet. Under fagrste kemetrin hanger andet trin,
som udggres af selve prgven: En eenkrystal af isotoprent
109Ag. Nar der bliver "&bnet" for neutronerne, vil de
fleste af dem gennemtraenge kryostatens vaegge, og nogle
af dem vil spredes fra pragven.
| praksis foretages et eksperiment pa falgende made:

» Kryostaten og neutrondetektoren indstilles i vinkler,
svarende til den struktur, man vil undersgge. Mens
prgven er kold kan man nemlig ikke @ndre disse
vinkler (sma rystelser ville varme prgven op).

» Farste kernetrin magnetiseres til 9 T.

» Varmekontakten sluttes ved at undertrykke su-
perledningen i Al med et magnetfelt (superledende
materialer leder varme ekstremt darligt).

» Blandingskaleren kgler fgrste kernetrin til en tem-
peratur pa 8-10 mK. Dette tager ca. 36 timer.

» Varmekontakten afbrydes ved at fjerne magnetfeltet
pa Al-afbryderen.

* Fagrste kernetrin afmagnetiseres til ca. 50 mT,
hvilket giver en temperatur pa ca. 60 /K. Samtidigt
magnetiseres andet trin til 7 T.

» Kernespinnene i preven polariseres kraftigt (99%)
ved relaksation til den lave temperatur, i 7 T. Dette
tager ca. 30 timer.

» Andet trin (prgven) afmagnetiseres til nul (£5 //T).
Herved falder temperaturen i prgven med en faktor
105.

« Der &bnes for neutronerne, og signalet fra den
ordnede fase kan (forhdbentlig) ses ved de ind-
stillede vinkler.

Et enkelt eksperiment tager altsa mindst 3 degn - forudsat
at neutronkilden kgrer og kryostaten virker!

Efter halvandet ars byggearbejde havde vi faet
kryostaten samlet og blandingskgleren til at virke i
efterdret 1993. Men signalet fra den ordnede fase udeblev.
Eftersggningen blev udvidet til andre (mere eller mindre
begrundede) spredningsvinkler, men stadig uden resultat.
Igennem det naste ars forsgg faldt deltagernes spaending
og nervgsistet forud for hvert eksperiment, og vi var sa
smat begyndt at indstille os pé ikke at f nogen klare resul-
tater; maske var der ingen langtreekkende orden pga. frus-
tration i spinsystemet. | efterarsferien i 1994 opdagede vi

imidlertid en svag stigning i neutrontzllingeme lige efter
den sidste afmagnetisering. Resultaterne fra dette forsgg
er vist pa figur 12,

Figur 12. Det farste succesfulde eksperiment. Lige efter af-
magnetiseringen er neutronintensiteten fordoblet i forhold til
baggrunden.

Spin
Naturen har forsynet alle elementarpartikler med
et impulsmoment (bevaegelsesmangdemoment, ro-
tationsmeaengde) med konstant stgrrelse.  Ogsa
atomkernernes impulsmoment har en foretrukken
starrelse, som kun kan @&ndres ved tilforsel af
store mengder energi. Som en konsekvens
af kvantemekanikkens ubestemthedsrelationer kan
man kun kende en af komponenterne af im-
pulsmomentvektoren af gangen - lad os vealge
z-retningen.  Denne komponent vil tilmed veere
kvantiseret - den kan kun antage visse verdier:
Lz = 0,xft/2, +3ft/2....£1h. Den mak-
simale veerdi (i enheder af Ti = h/2n), I, kaldes
for kernens spin, ligesom spinkomponenten P de-
fineres ved Lz = TiP.
En fundamental sztning i kvantemekanikken siger,
at enhver vektoregenskab af en partikel ma have
samme retning som partiklens spin. Dette gelder
ogsa for kernens magnetiske dipolmoment, hvorfor
dettes z-komponent kan skrives som pz —g lz. Den
magnetiske energi af en kerne i et patrykt felt langs
z-retningen kan derfor skrives Emagn —gB P .
Jo starre en partikels spin er, desto bedre kan partik-
lens impulsmoment beskrives ved en klassisk vektor.
Den mest "kvantiske" opfersel fas altsd for/ = 1/2
(idet I = 0O er uinteressant).

Selvom dette signal var meget svagere end forventet,
var begej stringen stor over endelig at se noget overhovedet.
Bare dette svage signal var nemlig et entydigt bevis for at
kernespinnene i Ag ordner i en simpel antiferromagnetisk
struktur: signalet afhang gjensynligt af temperaturen, og

Verdens trediekoldeste eksperiment.



den observerede spredningsvinkel svarede til en gitteraf-
stand, der var leengere end muligt i en uordnet Ag krystal.

Senere fandt vi ud af, at eksperimentet var meget
falsomt overfor retningen af magnetfeltet i den afsluttende
afmagnetisering. Hvis magnetfeltet pegede vinkelret pa de
gitterplaner, som neutronerne var indstillet til, var signalet
tydeligt. Hvis feltet derimod 1& parallelt med planerne,
sd man ingenting. Klare resultater er vist pa figur 13,
hvor man i det ene forsgg ser et hgjt telletal efter den
sidste afmagnetisering - fulgt af en linesr aftagen, der
skyldes den uundgéelige opvarmning fra omgivelserne. |
det andet forsgg ser man overhovedet ingenting, selvom
magnetfeltets retning er det eneste, der adskiller de to
forsgg. Denne retningsafhaengighed var overraskende for
os, idet afmagnetiseringen faktisk foregik hele vejen til
nul felt, hvor der jo ikke lengere er nogen foretrukket
retning. Men det kernemagnetiske system har abenbart
en slags hukommelse, ligesom man kender det fra mag-
netbdnd. Effekten kan forstds ved, at den magnetiske
struktur opbygges under den sidste del af afmagnetiserin-
gen, hvor magnetfeltet udpeger en bestemt retning, men
vi har endnu ikke forstaet denne effekt til bunds.

Figur 13. To rigtigt vellykkede eksperimenter. Den endelige
afmagnetisering sker ved tiden 3 min, og kernespinsystemet
gar ind i den ordnede fase. For begge kurver kommer neu-
tronintensiteten ved reflektion fra det samme st af planer i
krystallen, og magnetfeltet er nul. For de sorte punkter var
magnetfeltets retning vinkelret p& disse planer under afmag-
netiseringen. mens en afmagnetiseringsretning parallel med
planerne gav cirklerne.
Ved at udfgre forsgget i forskellige magnetfelter fandt
vi ud af, at den type-1 ordnede magnetiske fase forekom
ved felter op til et kritisk felt, Br = 100 //T. Det sam-
lede magnetiske fasediagram er vist pa figur 14. | dette
diagram er .r-aksen ikke (som man ellers plejer) tempe-
raturen, men derimod entropien. Dette skyldes, at tem-
peraturen ikke kan males direkte, men at man derimod
kan udregne entropien ved at male kernernes polarisering
i et hgjt felt, lige nar systemet har forladt den ordnede
fase. Og da felteendringer er adiabatiske, kan man derved
bestemme entropien ved den magnetiske faseovergang.
Ved hgje magnetfelter ligger fasegrensen ved lave en-
tropier, svarende til at magnetfeltet hjeelper den termiske
uorden med at gdelegge den antiferromagnetiske orden.
Med faldende magnetfelt stiger overgangsentropien da
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ogsd. Ved helt lave magnetfelter ses imidlertid den mod-
satte effekt, overgangsentropien falder! Dette kan vare
en konsekvens af frustrationen i systemet, men kan ogsa
skyldes, at vi ikke har mélt det lave magnetfelt preecist
nok. Dette spargsmal er endnu ikke helt afklaret.

Pa figur 14 ses endvidere resultatet afet tidligere forsag
fra Helsinki lavet pa naturligt forekommende sglv (stort
set lige dele 10'Ag og 10Ag) uden brug af neutroner. Ov-
erensstemmelsen mellem de to datasat er nogenlunde, og
man kan ved at forskyde entropiskalaen en smule fa de
to fasediagrammer til at overlappe pa nzr for de laveste
magnetfelter. | dette tidligere eksperiment bestemte man
sammenhangen mellem entropi og temperatur ved brug
af termodynamikkens anden hovedsetning (se box: En-
tropi): Man tilfgrte en varme Q og malte den inducerede
&ndring i entropi, AS. Temperaturen er da givet ved
T = Q/AS. Ved brug af den fundne temperaturskala -
korrigeret for et lidt hgjere gennemsnitligt kernemagnetisk
moment i vores prgve - kunne vi bestemme overgangstem-
peraturen ved nul felt til Tjv = 700 = 80 pK, hvilket gar
dette eksperiment til det tredie-koldeste nogensinde, kun
overgaet af det tidligere Ag eksperiment (560 + 60 pK)
- samt rekordforsgget pa rhodium, som omtales i naste
afsnit.

S/(R In2)

Figur 14. Magnetisk fasediagram af Ag ved temperaturer un-
der 1nanokelvin.

Kernemagnetisk orden ved negative temperaturer - og
temperaturrekorden

I modsa&tning til de fleste termodynamiske systemer
(f. eks. en gas af atomer) er energien af et spinsystem
opadtil begrenset; nar spinnene peger fuldt imod mag-
netfeltets retning og alle spinnene er parallelle (for en an-
tiferromagnet), kan der ikke tilfgres mere energi. Denne
tilsyneladende ligegyldige observation har vigtige princip-
ielle konsekvenser, for den muligger eksistensen af nega-
tive temperaturer i et kernespinsystem!

Forst ma vi beskrive, hvad man forstdr ved nega-
tive temperaturer. Lad os ga tilbage til eksemplet med
I = 1/2 kerner i et magnetfelt, hvilket er illustreret i
en udvidet version pa figur 15. Ved lave (positive) tem-
peraturer er der meget fa kerner i den gverste tilstand,



svarende til at i Bolzmann faktoren exp(—2/uB/ksT),
ligning (1), har B/T en hgj, positiv veerdi. Ved meget
hgje temperaturer (T —>oc) bliver befolkningen af de to
niveauer neasten ens, svarende til B/T —0. Nu er det
imidlertid muligt at "bytte om" pa de to energiniveauer
ved at vende magnetfeltet s hurtigt, at spinnene ikke kan
na at folge med. Nu er der sd overvaegt af spin i det
gverste niveau, og det svarer til, at Bolzmannfaktoren er
sterre end 1, altsd at B /T er negativ. Og da B er defineret
positiv, ma T vare negativ. De negative temperaturer er
altsd en matematisk inspireret definition til beskrivelse af
tilstande, der indeholder mere energi end ved T — oo0.
De varmeste temperaturer er derfor de negative!

Im - 0 ITl > 0 ITI—00

g WW- YV ¥ -H -

W ST 4

Figur 15. Sammenligning af positive (nederst) og negative
temperaturer (gverste reekke).

Entropi.

Entropi star lgst sagt for mangden af (termisk) uor-
den, og er et meget fundamentalt begreb i fysikken.
Hvis et systems makroskopiske tilstand (f.eks. totale
energi) kan fremkomme p& W mader ved forskel-
lige konfigurationer af systemts mikroskopiske vari-
able (f.eks. spin), er entropien givet ved S =
ks\n(W). Kender man derfor polariseringen af
kernernes spin i et magnetisk felt, kan man beregne
antallet af konfigurationer svarende til, at man
kender antallet af spin, der peger hhv. op og ned:
W = nop\nned\/(nop + nned)\. En maling af
kernespinnenes polarisering bestemmer derfor en-
tropien af systemet.

Hvis et system tilfares varme gges dets entropi. Nar
varmen Q tilfgres ved den konstante temperatur T,
er entropitilvaeksten givet ved AS = Q/T, ifglge
termodynamikkens anden hovedsatning.

Eksistensen af negative temperaturer har en raekke in-
teressante termodynamiske konsekvenser, som det ville
fore for vidt at komme ind pa i detaljer. Som eksempel
kan dog navnes, at systemet vil forsgge at maksimere (i
stedet for som normalt at minimere) sin fri energi. Der-
for vil den magnetiske ordning foregad stik omvendt af
"normalt™; Antiferromagnetiske krafter vil fare til fer-
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romagnetisk orden - og omvendt. Dette blev vist ved et
eksperiment pa sglv i Helsinki, hvor ferromagnetisk orden
blev set ved temperaturer "hgjere” end Tc = —1.9 nK.
Det er pé tale at eftervise dette resultat ved hjlp af neu-
troner i Berlin.

Den temperatur, der ligger tettest pa det absolutte
nulpunkt, er dog opnéet pa den "normale" positive side.
Det skete i Helsinki ved et eksperiment med kernemag-
netisme i det sglv-lignende metal rhodium (Rh), hvor tem-
peraturen blev malt til 280 pK ved brug af den tidligere
beskrevne anden-hovedsatning-metode. Derudover blev
eksperimentet dog ingen succes, idet man ikke sa tegn
pa en ordnet tilstand af kemespinnene. Dette skyldes
formentlig, at de indirekte magnetiske vekselvirkninger
mellem neast-nermeste naboer i Rh er langt mere bety-
delige end i Ag, og at heller ikke de direkte magnetiske
dipolkraefter kan negligeres. Dette kan forsterke effekten
af den geometriske frustration, saledes at den ordnede fase
farst indtreeder ved endnu lavere temperaturer. For at un-
dersgge dette har man samme sted opbygget en forbedret
udgave af eksperimentet, hvilket blandt andet indebar kon-
struktionen af en ny og langt kraftigere kryostat - som
dog opererer efter helt samme principper som den, vi har
beskrevet ovenfor. Afprgvningen af dette nye eksperi-
ment er i gjeblikket i fuld gang, og indenfor et ar eller
to vil temperaturrekorden forhabentlig have taget endnu
et skridt nedad i lavtemperaturfysikkens endelgse straeben
imod det absolutte nulpunkt.
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ved Niels Bohr Instituttets
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Dansk Fysisk

Dansk Fysisk Selskab har 25 &ars jubileeum i 1997.
Jubileer benyttes traditionelt til tilbageblik over
den svundne tid, og mange af selskabets medlem -
uden tvivl

mer vil kunne bidrage med stort og

smat om de forgangne &r. DFS’ bestyrelse vil
imidlertid hellere benytte den festlige anledning
derfor besluttet at ud-

til at se fremad, og har

skrive en essay konkurrence med titlen:

Dansk Fysik de naste 25 ar
- udvikling eller afvikling?

Konkurrencen stdr dben for danske fysikere i bre-

deste forstand, dvs. fysikere ved universiteter,

forskningsinstitutioner og erhvervsvirksomheder
af enhver art i ind- og udland, fysiklerere, fysik-
studerende og -pensionister. Manuskripter pa
dansk eller engelsk og omfattende max. 2500 ord
(5 sider)

indsendes til DFS’ formand Preben Al-

strgm senest 21. marts 1997. De tre bedste bidrag
belgnnes med hhv. 25, 5 og 2 flasker champagne
og offentliggeres i Kvant i lgbet af 1997.

Emnet er dansk fysik, badde med hensyn til
indhold og afgrensning som faglig disciplin samt
med hensyn til de rammer, der i bredeste forstand
vil veere for faget i Danmark de kommende 25 ar.
Mange aspekter af dansk fysik kan diskuteres, og
der er ingen krav til vegtningen. Eksempler pa

emner, der kan tages op er: udviklingen inden-

for faggruppen af danske fysikere, centrale pro-
blem stillinger i dansk fysikforskning, fagets gko-
nomiske, organisatoriske og fysiske rammer, vek-
selvirkningen med det gvrige samfund, f.eks. er-
hvervslivet eller via formidling til den brede be-
folkning og endelig en diskussion af de aktiviteter,
der producerer naste generation i dansk fysik,
dvs. fysikundervisningen fra folkeskole til univer-

sitet.
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Selskab 25 ar

Hvorledes kan disse elementer tenkes at ud-
vikle sig frem mod ar 2022?

Betragtes udviklingen gennem de seneste 25
ar, kan der skelnes en rekke generelle treek: Fysik-
kens breendpunkter er skiftet; nogle felter er ble-
vet uaktuelle, helt nye spgrgsmal er dukket op, og
andre problemer har vist sig uventet hdardnakkede.
Sam tidig har vores omverden @ndret sig meget,
snart har fysikken haft indflydelse herpa, snart er
det omvendt. Universiteternes rolle og forhold er
@endret; men hverken deres eller skolernes person-
ale eller selve fysikundervisningen synes endnu at
have undergdet stgrre fornyelse. | de seneste ar
har fysikkens og naturvidenskabens status i sam -
fundet varet for nedadgdende,

den faldende

afspejlet f.eks. i

rekruttering til fagene og det sti-

gende krav om ’relevans’ i forskningen, ofte for-

stdet som kommercielt potentiale. Fysikkens rolle

som kulturbarende element og fagets erkendelses-
meaessige betydning er tilsyneladende forsvundet

fra det offentlige image. Det kan synes uover-

skueligt at se 25 &r frem i tiden, men det er ngd-

vendigt med visioner for hvilken vej, vi gnsker,

udviklingen skal ga, og hvordan udviklingen kan
pavirkes i den gnskede retning, nar fgrste ciffer i
arstallet er skiftet.

Vi haber pd nogle tankevae kkende, morsomme,

advarende og inspirerende bidrag. Forfatterne er

frit stillet mht. udvalg og vegtning blandt oven-

nevnte emner eller andre, der findes relevante.

Ved jubileet i &r 2022 vil nogle af os kunne se,

hvem der fik ret eller - mere interessant - hvilke

ideer, der bidrog til at praege udviklingen i en

forhabentlig positiv retning.
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Arsmgde 29. —30. maj 1997

KIF arsmgde

Dansk Fysisk Selskab afholder sit arsmgde 1997

pad hotel Nyborg Strand i dagene 29. - 30. maj.
Som de foregdende ar afholdes det &rlige astrono-
mimgde, sponsoreret af SN F’s Instrumentcenter
for Jordbaseret Astronomisk Forskning (1JAF),
sammen med DFS’ mgde. Mgdet starter torsdag

kl. 11 og slutter fredag kl. 17.

Arsmgdet vil indeholde plenarforedrag af al-
men fysisk interesse samt parallelsessioner arran-
geret af de faglige sektioner og IJAF. Sidelgbende
hermed vil forskningsresultater blive praesenteret
som posters, og nyt apparatur vil blive fremvist
pd en udstilling. Under mgdet afholder DFS sin
arlige generalforsamling.

Alle

landets fysikere opfordres til at deltage

i Dansk Fysisk Selskabs d4rsmgde med indleg og

posters og ikke mindst til at bidrage til en livlig

diskussion. Iser vil vi meget gerne give yngre
forskere og forskerstuderende muligheden for at
praesentere deres resultater for en bredere kreds.
Tilmeldingsfrist: 21. marts 1997.
Program

En skitse af d&rsmogdeprogrammet med angivelse
af inviterede foredragsholdere og disses foredrags-
1997

End-

titler vil vaere tilgengeligt senest 1. marts
pa

videre vil det blive opsldet pa institutionerne, og

internettet (http://www.nbi.dk/dfs/).

det kan rekvireres ved henvendelse til Preben Al-

strem, helst pr. e-post; se ogsda KVANT. Det en-
delige program sammensattes pa basis af de ind-

sendte abstracts og udsendes ca. 1. maj.

Indkvartering, priser mv.

Indkvartering foregdr pa hotel Nyborg Strand.
Pris for mgdedeltagelse, incl. evt. overnatning
og diverse maltider, fremgar af hosstaende tilmel-
dingsblanket. Rette belgb betales ved tilmelding
direkte til hotel Nyborg Strand. For studerende,
som ikke er indskrevet pa Ph.D.-studiet, vil der

vere et antal fripladser; ansggning om friplads
foregar ved at afkrydse studenterrubrikken péa til-

meldingsskemaet (er fripladserne brugt op, og man

28. maj 1997

alligevel gnsker at deltage, opkraeves betaling som
Ph.D.-studerende). Til astronomimgdet er

bade

for

der bevilget yderligere stgtte fra 1JAF til

Ph.D .- og andre studerende.

Transport

Transport til/fra Nyborg sgrger deltagerne selv

for. Der bliver arrangeret bustransport mellem
Nyborg Station og hotel Nyborg Strand; torsdag i
forbindelse med IC3-ankomsterne 10.15 og 10.25.
Angiv venligst pad tilmeldingsblanketten, om der

paregnes deltagelse i denne faelles bustransport.

Abstract
Abstract udformes jfr. omstaende retningslinier
og sendes parallelt med tilmeldingen, men til en

af de fire angivne abstract-modtagere.

Sprog

Arsmgdets sprog er engelsk. Deltagerne bedes
erindre, at hovedparten af tilhgrerne er ikke-spe-
cialister i det behandlede emne og indrette pre -

sentationen derefter.

Yderligere information

Information vedrgrende det faglige program be-
des indhentet hos de personer, der modtager ab-
stracts. For andre oplysninger kan man kontakte

Preben Alstrem (adresse jfr. abstractinstruks).

KIF arsmgde 28. maj 1997

Netverk for Kvinder i Fysik (KIF) afholder sit

drsmgde onsdag den 28. maj, ligeledes pa hotel

Nyborg Strand. Mgdet, der starter kl. 11, omfat-

ter faglige foredrag af kvindelige danske fysikere
samt et foredrag af en udenlandsk fysiker over
‘kvinder Alle er

et mere generelt i fysik’-tem a.

velkomne til at oververe foredragene. Dagen af-
sluttes med et netverksmgde med udveksling af
erfaring og diskussion. For yderligere informa-
tion, kontakt venligst Dorthe Posselt (adresse mv.
er anfort efter abstractinstruks). Tilmelding og

betaling senest 21. marts jfr. hosstdende tilmel-

dingsblanket.

Meddelelser fra DFS


http://www.nbi.dk/dfs/
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Tilmeldingsblanket

DFS og KIF arsmgder 1997

N avn

Institut

Adresse

Telefon Telefax

E-post

DFS-arsmgdet 29.—30. maj 1997:

Fuldt betalende deltager med overnatning; 1600 kr.

Fuldt betalende deltager uden overnatning; 850 kr.

Ph.D.-studerende med overnatning pa delt to-sengsvarelse; 1300 kr.

Ph.D-studerende uden overnatning; 850 kr.

Studerende (ikke Ph.D.) med overnatning pa delt tre-sengsvearelse

Studerende (ikke Ph.D.) uden overnatning

Overnatning (incl. morgenmad) gealder natten mellem torsdag og fredag.

Alle registrerede mgde-

deltagere kan deltage i alle maltider fra torsdag middag til fredag middag (morgenmad dog kun ved

overnatning).
Ph.D .- og andre studerende bor flere pd samme varelse. Evt. gnske, om

kan anfgres her:

hvem veaerelse deles med,

@gnsker bustransport mellem station og hotel

Netvaerk for Kvinder i Fysik 28. maj 1997:

Deltager med overnatning (incl. frokost 28/5); 800 kr.

Deltager uden overnatning (incl. frokost 28/5); 200 kr.

Overnatning (incl. morgenmad) gelder natten mellem onsdag og torsdag.

Denne blanket samt betaling (samlede belgb hvis deltagelse i begge maeder) sendes Senest 21. marts

til:

Hotel Nyborg Strand
vedr. DFS97
5800 Nyborg

Girokonto 801 9231

KVANT, december 1996
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Retningslinier vedr. abstracts
e Maximal stgrrelse 12 cm x 10.5 cm (bredde x hgjde).
e Indsenderens navn understreges, og den fulde adresse angives.
« Overhold fristen 21. mMarts, DFs er ikke ansvarlig for postforsinkelser.
e Kun originaler af god typografisk kvalitet, ingen fax.
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Et mal for tyngden. - Fra Galilei til Huygens

Tom Bggeskov

Christiaan Huygens

Galilei

Man leser undertiden i nyere fysisk og videnskabsteo-
retisk litteratur, at Galilei malte tyngdeaccelerationen til
9,8 m/sek2 . Det er i alle henseender forkert. For det
farste havde Galilei ikke vort begreb om tyngdeaccele-
ration bestemt af dimensionen, hastighed pr. tid. Nar
den klassiske fysiks pionerer sggte et mal for tyngden, sa
sggte man et mal for et legemes faldleengde i et bestemt
tidsinterval, f.eks. det forste sekund (Jvf. 1). Og for
det andet s finder man blandt de fa(og igvrigt indbyrdes
steerkt afvigende) angivelser af denne art, som findes hos
Galilei, ingen veerdier, der blot tilneermelsesvis er &kviva-
lente med en acceleration pa 9,8 m/sek2

Men Galilei havde et begreb om en jevnt accelereret
beveegelse, som han definerede som fglger: "Jeg kalder en
bevagelse jeevnt eller ensartet accelereret, nar den begyn-
dende fra hvile i lige store tidsintervaller gger sin hastighed
lige meget."” (2, p. 172). En definition hvoraf vi hurtigt dan-
ner et begreb om acceleration udtrykt ved: a =Av/At.

Men ger vi det, sd er vi allerede gaet ud over Galilei,
som holdt strengt pa den euklidske proportionslaeres krav
om, at relationer mellem starrelser er relationer mellem
starrelser af samme art dvs. af samme dimension. Det er
da ogsa karakteristisk, at acceleration som fysisk starrelse
slet ikke forekommer i de relationer, som Galilei for-
mulerer i sine teoremer om enjaevnt accelereret beveegelse.
De velkendte ’galileiske” ligninger, v —gt og s = \gt2
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er regneudtryk, hvis oprindelse skal sgges 200 ar senere i
1800-tallet.

Galilei formulerer faldloven sledes: "Hvis et legeme
falder med en jevnt accelereret bevaegelse fra hvile, sa
forholder de streekninger, det gennemlgber i vilkarlige
tider, sig til hinanden som kvadratet pa disse tider" (2,
p. 184). Algebraisk kan vi udtrykke princippet i dette teo-
rem som S1/S2 = {ti/t2)2 hvor "g" (set i vort historiske
bakspejl) er forsvundet ved brgkreduktion. Tilsvarende
for Vi/v2 = t\/t2. Som det ses overholder disse formu-
leringer den euklidske proportionslares krav: men det er
0gsa denne begraensning i Galileis matematiske apparat,
der udelukker den dimensionale bestemmelse ikke blot af
accelerationshegrebet, men ogsé af hastighedsbegrebet.

At hastigheden af Galilei ikke opfattes som en sammen-
sat dimension fremgar entydigt af hans forslag til bestem-
melse af en grundenhed for hastighed. Det er i forbindelse
med lanceringen af dette forslag, vi tillige finder maltal,
der maske (1) kan give os en ide om Galileis forestilling
om tyngdens stgrrelse. Han skriver:

"Vi kan ikke tale pracist om bevagelser og deres
hastigheder, hvad enten beveegelsen er jeevn eller naturligt
accelereret, uden farst at fastlegge, hvilket mal vi vil
bruge til at male sddanne hastigheder, ligesom vi ogsé
skal bruge et mal for tiden. Med hensyn til tidsmalet har
vi allerede det alment anerkendte: timer, minutter, sekun-
der osv., og ligesom der er et falles tidsmal, som er an-
erkendt af alle, saledes er der ogsa behov for at fastlaegge
et hastighedsmal, som forstas og anerkendes af alle, dvs.
er det samme for alle. Egnet hertil er den hastighed, der
opnds af naturligt faldende legemer, hvis hastighedstil-
veekster overalt i verden falger den samme lov. Saledes er
den hastighedsgrad, som f.eks. opnas af en blykugle pa 1
pund, nar den begyndende fra hvile falder lodret leengden
en picca (spyd), altid og overalt den samme. Den er der-
for velegnet til at udtrykke den hastighedsmengde, der
frembringes af det naturlige fald.” (2, p.268). Galilei gar
herefter over til at forklare, hvordan en efter dette prin-
cip fastlagt grundenhed for hastighed kan anvendes ved
malinger af alle andre vilkarlige hastigheder. Og i denne
forbindelse bruger han som taleksempel et fald af l&engden
1picca pa 4 sekunder. Da 1picca er Ca. 5 meter, s im-
plicerer disse tal alts en tyngdeacceleration pa cirka 0,6
m/sek2 . Men Galilei har tydeligvis ikke et sadant sigte
med sine betragtninger, endsige overvejet talveerdiernes
konsekvenser. Der er tale om et vilkarligt regneeksempel
til anskueliggerelse af et princip. At det netop forholder
sig pa denne made med et lignende eksempel, har vi ek-
splicit vidnesbyrd om i en af Galileis brevvekslinger. Han
taler i "Dialog om de to systemer” - i forbindelse med en
redeggrelse for principperne for en beregning af faldtiden
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over en afstand fra Manen til Jorden - om “en jernkugle
pa 100 pund, som ved gentagne forsgg falder fra en hgjde
af 100 alen pa 5 sekunder". Da den florentinske alen
er 0,583 meter, implicerer dette en tyngdeaccelerstion pa
4,664 m/sek2 eller et fald i det farste sekund pa 4 alen,
dvs. 2,332 meter. Som det vil fremga, sd ved Galilei, at
disse 5 sekunder naeppe er det rigtige; han kender ikke den
rigtige faldtid. Men han ved ogs4, at han er afskaret fra
at kende den: han mangler et ur, som kan male sekunder.

Vennen Battista Baliani sparger i et brev Galilei om,
"hvilke grunde der forsikrer, at det er fem sekunder?".
Galilei svarer (1. juli 1639) med falgende redegarelse: "De
siger, at De gerne ville have erfaret det forsgg, hvormed
jeg har kunnet forvisse mig om, at et tungt legeme, som
falder lodret fra hvile, gennemlgber 100 alen pa 5 sekun-
der. Her sgger vito ting: for det fgrste tiden for faldet ad de
100 alen; og for det andet at finde hvilken andel denne tid
udger afjordbevagelsens 24 timer. Hvad angar den farste
opgave, sa giver faldet af den kugle, som jeg lod falde
langs en kanal med vilkarlig hzeldning, os alle tider, ikke
blot for de 100 alen, men ogsé for alle andre vilkérlige
lengder for et lodret fald, idet lengden af denne kanal,
dvs. skraplanet, er mellemproportional mellem planets
lodrette hgjde og lengden af hele den lodrette streekning,
legemet ville falde i samme tid." (3, p.76)

R B

Dvs: hvis vi kender tiden for beveaegelsen pa
skraplanet, CA, sé kan vi finde den streekning S= AC2/BC,
legemet vil falde ved et frit fald i samme tid. Og vi kan
sd pa grundlag af teoremet om faldvejens proportionalitet
med kvadratet pa tiden finde faldtiden for vilkarlige fald-
veje.

Men problemet er netop malinger af tiden. Galilei
fortseetter: "Vi mangler nu at finde stgrrelsen af faldtiden
langs kanalen. Dette opnar vi ved hjalp af en forunderlig
egenskab ved pendulet, nemlig at alle dets svingninger,
store eller sma, forlgber i lige store tider. Man beder,
for en passende modydelse, to, tre eller fire nysgerrige og
talmodige venner, som har udset sig en fiksstjerne med en
position, som svarer til et stabilt maerke, og som er udstyret
med et pendul af vilkarlig lengde, om at ga i gang med at
teelle dettes svingninger i hele den tid, der gar, indtil den
samme fiksstjerne vender tilbage til det samme sted; man
har sa antallet af svingninger i 24 timer."

Man finder da antallet af svingninger pr. sekund, og
pagrundlag af den omvendte proportionalitet mellem pen-
dullengde og kvadratet pa antal svingninger pr. tidsenhed
finder man sa lengden af et sekundpendul. ( Et sekund-
pendul er et pendul hvis halve periode er et sekund, red.)
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Men selv om Galilei utvivisomt havde bade nysgerrige
og tdlmodige venner, sa forblev dette tidsmalingsprojekt
ved tanken.

Galilei  brugte  faktisk penduler ved sine
skrdplansforsgg. Men i brevet til Baliani skriver han
0gsd, at han opndede mere pracise resultater med det
"vandur”, som beskrives i den publicerede redeggrelse for
disse forsgg (2, p.189): En stor vandbeholder, hvor der
gennem en tap i bunden strammer en tynd strale, som op-
samles i den tid, faldet varer, og derefter vejes; forholdet
mellem vagtene giver forholdet mellem tiderne.

Dette arrangement var i princippet tilstreekkeligt til det,
som var Galileis primere formal med skraplansforsggene,
nemlig eksperimentel bekraftelse af faldvejens propor-
tionalitet med kvadratet pd tiden. Bestemmelsen af de ab-
solutte faldtider 1a uden for hans muligheders raekkevidde.
Og han svarer da ogsé Baliani, at den i "Dialogen™ angivne
faldtid p& 5 sekunder for 100 alen sikkert er forkert, men
at dette igvrigt er uden betydning i forhold til den brug,
han ger deraf, nemlig demonstrationen af, hvordan han
mener at kunne beregne faldtiden fra Ménen til Jorden,
hvis han kender faldtiden for en anden vilkarlig afstand.
Der er igen tale om et regneeksempel.

Marin Mersenne

Ikke desto mindre blev Galileis 5 sekunder for et fald
pa 100 alen i samtiden taget bogstaveligt og giver bl.a.
Mersenne grunde til at s& tvivl om Galileis eksperimenter.
Mersenne, der er sikker pa, at et legeme vil falde mere end
4 alen p& 1 sekund, gér selv i gang med at eksperimen-
tere for ad empirisk vej at finde faldleengden i det farste
sekund.

Han meddeler i Harmonie Universelle (1636) (de rel-
evante tekstuddrag er optrykt som appendiks i 10) resul-
taterne af en raekke faldforsgg, som er gennemfgrt med
"bistand fra leerde personer”, og som er “gentaget mere
end 50 gange". Forsggsopstillingen var enkel: han lod en
blykugle pa et halvt pund falde fra forskellige hgjder og
malte faldtiden ved hjelp af et (formodet) sekundpendul.

Laengden af Mersennes pendul var 3,5 pariserfod dvs.
1,1368 meter, og var bestemt i forhold til "forskellige al-
mindelige ure", dvs. "tandhjulsure", altsa de ikke serligt
preecise loddrevne ure fra fgr Huygens’ tilfgjelse af et
gangregulerende pendul. Mersenne problematiserer da
ogsa selv leengden af sit sekundpendul. Ved senere forsag
reducerer han det til 3 fod (0,9744m).

Men udstyret med denne upreecise tidsmaler maler han
faldtider for lengder pa 110 og 146,5 fod til henholdsvis
30g 3,5 sekunder. Under hensyntagen til usikkerheden og
"justeret efter proportionen™ (dvs. faldvejens proportion-
alitet med kvadratet pé tiden), kan han heraf slutte at et
legeme i det farste sekund falder 12 fod (3,9 m)

Mersenne meddeler ogsa en rekke skraplansforseag,
hvor han ved anvendelse af planer med forskellig
heldning, men med samme hgjde (5 fod) sammenligner
faldveje og -tider for planet med det lodrette fald pa 5 fod.
Alle Mersennes malinger ved disse forsgg giver meget

Et mal for tyngden.



MODERNE VAKUUMTEKNIK TIL FORSKNING OG INDUSTRI

SASKIA HOCHVAKUUM- UND LABORTECHNIK GmbH I
ILMENAU er et succesrigt resultat af gst-vest genforeningen i Tyskland.
SASKIA's et- og to-trins finvakuumpumper fra 4 til 200 mV  har rotor-
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gasser. Med en frekvensregulering kan pumpehastigheden fordobles, sa
man f.eks. hurtigt kan evakuere et anleg og derefter anvende pumpen
som holdepumpe ved lav hastighed. SASKIA's kemisk resistente membran-
pumper har linieerdrevne membraner, hvilket sikrer en lang levetid og
lavt effektforbrug. En membranpumpe pa ca. 30 W kan med de store
afgifter pa brugsvand hurtigt tjene sig ind, hvis den erstatter en vandstrale-
pumpe. SASKIA's TOWER pumpestande er kemipumpestande kombine-
ret med kondensatorer og med instrumentering for indstilling af trykket.
SASKIA leverer oliefri pumpestande kombineret med turbomole-
kularpumper i et handy design og rootspumpestande op til 20.000 mTrl
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SHOWROOM, SERVICE, LAGER < NYBROVEJ 193 « BIL 30 42 63 00 « FAX 45 93 32 93

darlige resultater. Og det er en desillusioneret eksperi-
mentalfysiker, der ma konkludere: "erfaringen giver os
ingen sikre resultater".

Og denne desillusionering bliver ikke mindre, da
Mersenne fa ar senere opdager, at forholdet mellem hans
maltal for sekundpendulets leengde og faldleengden i det
farste sekund, var i modstrid med den - igvrigt rigtige -
antagelse, at et frit fald langs en cirkelradius er hurtigere
end et fald langs den kvarte cirkelperiferi:

R

Hvis OA (3,5 fod) er et sekundpendul, s& vil lod-
det falde langs cirkelperiferien BA pa et halvt sekund
(Mersenne og Galilei troede at det cirkulere pendul
er isokront, dvs har samme periode uanset udsvingets
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starrelse). Men falder et legeme lodret 12 fod pa 1sekund,
sd vil det falde OA 3,5 fod pé 0,54 sekund. Eller med
andre ord: Konsekvensen af Mersennes malinger er, at
loddet vil falde hurtigere langs cirkelperiferien BA end
lodret langs OA. Og reduceres sekundpendulet til 3 fod,
sa bliver falgen, at de to beveegelser vil forlgbe i samme
tid, nemlig 0,5 sekund.

Mersenne fremdrager denne vanskelighed i skriftet
Cogita physica-mathematica (1644), hvor han erkender, at
han "ikke ser nogen lgsning", idet pa den ene side de pa
geeldende maltal "er bekreaftet ved mange observationer",
og pa den anden side: "observationerne i dette spargsmal
er fejlagtige”. Men det store problem for Mersenne er ikke
blot vanskelighederne med at foretage ngjagtige malinger;
han mangler tydeligvis ogsé en teori for sammenhangen
mellem det frie fald og pendulbevaegelsen. Det er farst
Huygens, der i 1650%erne finder den matematiske rela-
tion mellem den vertikale faldvej i det farste sekund og
lengden af sekundpendulet:5seft = 1/2 42 «Isek.

Giambattista Riccioli

Efter udgivelsen af Galileis "Discorsi" i 1638 er der
en stigende interesse i at kontrollere de heri fremfarte
beveegelsesteoremer.  Denne interesse kommer bl.a.
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til udtryk i en omfattende eksperimentel virksomhed i
1640’eme under ledelse af jesuitten Giambattista Ricci-
oli. som var filosofiprofessor i Bologna. Resultaterne af
Ricciolis undersggelser publiceres 1651 i det omfattende
veerk Almagestum Novum (veerkets titel-blad er reproduc-
eret pa forsiden af KVANT, oktober 1996).

Riccioli bekrafter pendulbeveaegelsens isokroni og pen-
dullngdens omvendte proportionalitet med kvadratet pd
antallet af svingninger. Han begiver sig ved hjelp af
"nysgerrige" og meget "tdlmodige” venner ud i en ver-
itabel eksperimentel tour de force, i en reekke forseg pa at
bestemme laengden af et sekundpendul. Han gennemfarer
faldforsgg fra tarne og kirker, hvor han falsificerer den
aristoteliske tese, at faldtiden er omvendt proportional
med vegten, og han bekrafter Galileis teorem om faldve-
jens proportionalitet med kvadratet pé tiden. Og endelig
giver han pa grundlag af malinger det historisk hidtil mest
preecise bud pa faldleengden i det farste sekund.

Det mest fantastiske af Ricciolis eksperimenter er
forsgget pa at bestemme lengden af sekundpendulet. As-
sisteret af 9 jesuitterpraester gennemfgrer han Galileis ide
om at telle svingninger i 24 timer - ikke blot én, men
to gange; et tredje forsgg matte opgives, da vennernes
talmodighed slap op. Resultaterne af disse forsgg, hvor
assistenterne, som var trenede i en fglsom skubbeteknik
for at holde pendulerne igang, métte telle over 87.000
svingninger, blev naturligvis ikke pracise. Og dog - alt
taget i betragtning: forsggene gav lengder for et sekund-
pendul i intervallet 0,97 til 1,02 meter.

Til brug ved sine faldforsgg i sommeren 1645 kon-
struerede Riccioli et meget kort pendul pa 1,15 tommer
(2,8 cm) med en ansléet svingningstid pd 1/6 sekund
(dette implicerer Isek = 1.02 meter). Men pa grund af
vanskelighederne ved at bruge et s hurtigt pendul benyt-
ter han det ikke direkte; han omsztter det i en menneskelig
teellen pa bolognesisk folkemal, hvor tallene fra 1til 10
er enstavelsesord, sdledes at udsigelsen af hvert tal giver
"den tid som en enkelt svingning af vort pendul udmaler".
Til at foretage denne tzellen udvalgte han s to assistenter
med evner for musik og dermed sans for "den musikalske
puls’ regelmassighed".

Det var dette "ur”, han benyttede ved sine faldforsgg.
Og med dette pa én gang primitive og raffinerede "viden-
skabelige instrument" maler Riccioli faldleengden i det
forste sekund for en lerkugle med en diameter pa cirka
20 cm til 15 romerske fod = 4,4355 meter.

Christiaan Huygens

Otte ar efter publiceringen af Ricciolis resultater genop-
tager Huygens arbejdet for at bestemme tyngdeaccelera-
tionen eller rettere faldleengden i det fgrste sekund. 1659
er et uhyre produktivt &r i Huygens’ forskningsliv. Det
er i dette ar, han beviser, at banen for en isokron pen-
dulbevagelse er en cykloidebue, hvilket fgrer ham til kon-
struktionen af det forbedrede pendulur, som ligger til grund
for nye og ret pracise bestemmelser bade af faldvejen i
det farste sekund og af lengden af et sekundpendul.
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Det er i dette ar, han skriver sin afhandling "Om
centrifugalkraften" (De Vi Centrifuga, pabegyndt den
21 .0kt.), hvor han bl.a. finder svingningstiden for et konisk
pendul og dens forhold til tiden for et frit fald langs pend-
ulets dobbelte hgjde. | december finder han svingningsti-
den for et simpelt pendul og dets forhold til tiden for et frit
fald langs den halve pendulleengde. Huygens er séledes
langt bedre teoretisk udrustet end Mersenne og Riccioli;
og det er heri, vi ma sgge arsagen til hans succes i bestem-
melsen af de maltal, som kostede forgengerne s mange
praktiske kreefter.

Samme dag som Huygens begynder redigeringen af
De Vi Centrifuga, gentager han et af Mersennes eksperi-
menter:

Med et ssm (se figuren) feaestner han et pendul til
veeggen. Leangden af pendulet er 3 rhinske fod og 1
tomme. ldet han antager at dette er lengden af et sekund-
pendul, vil blyloddet ramme veaggen med et smeld 1/2
sekund efter det slippes. Men samtidig med at pendul-
loddet slippes, slipper han ogsa en lignende lgs blykugle
fra handen. Ved at justere hgjden over stolen kan han da
finde den faldlzengde, hvor de to smeld fra kuglerne lyder
som ét. Han noterer resultatet: "Kuglen falder pé et halvt
sekund fra hgjden 3 fod og 6 eller 7 tommer. Ergo falder
den pa ét sekund 14 fod." (6. p.278). Da 14 fod er 4.39
meter er resultatet altsd darligere end Ricciolis.

To dage senere (23.0kt.) gentager han forsgget, men
denne gang med et pendul af lengden 6 fod og 11 tommer,
som formodes at udfere en halv svingning (til veeggen)
pa 3/4 sekund. Han far nu resultatet 13 fod og 7|
tomme. Huygens kender endnu ikke den rigtige leengde af
et sekundpendul endsige den matematiske relation mellem
et sadant og faldvejen ved frit fald i det farste sekund.

Men den 15.november sker der noget nyt. Han bryder
ud afemperiens hikkede kreds. Han ggr endnu et forsgg,
hvor han denne gang ved hjelp af et snorarrangement
sikrer en samtidig udlgsning af begge lodders bevagelse.

Et mal for tyngden.
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Igen bruger han et pendul, som formodes at ramme veaeggen
efter 3/4 sekund. Han maler det lgse lods faldlengde i
dette tidsinterval til 8 fod og 7 tommer. Men samtidig ma
han konstatere, at resultatet er behaftet med usikkerhed.
Han skriver i sin journal:

"Selv om faldhgjden gges eller mindskes med 3 eller 4
tommer, kan man ikke skelne de to smeld. Vil man finde
det praecise mal, opnar man intet pa denne méade. Men
i forhold til et konisk penduls bevagelse ma det vaere 8
fod og 9" tomme, hvoraf det folger, at et faldende bly-
lod pa 1 sekund ma gennemlgbe cirka 157 fod. Det er
tilstreekkeligt, at eksperimentet ikke modsiger dette ma
Ital, men blot, i den udstreekning det kan, bekrefter det."
(6, p.281).

Huygens opgiver med andre ord at finde faldvejen ved
empiriske malinger for i stedet at deducere den ud fra teo-
retisk indsigt i pendul-beveegelsen og i stedet bruge eksper-
imentet som bekreftelse. Angivelsen “cirka 15" fod" er
i manuskriptet overstreget og erstattet med 15 fod og 7,5
tommer. Denne rettelse er, som det vil fremga, formod-
entlig sket i december samme 4.

Uret og sekundpendulet:
Hvor Mersenne og Riccioli empirisk havde sggt at
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bestemme lengden af et sekundpendul for at konstruere
en tidsmaler, der gar Huygens nu den modsatte vej: Han
begynder med uret, ja han har det allerede; man behgver
ikke at kende den precise leengde af sekundpendulet for
at konstruere et ur, der gar precist. Denne omvendte
rekkefglge fremgdr bl.a. af Huygens’ redegerelse i det
senere publicerede vaerk om penduluret (7).

Han konstruerer et pendul- og tandhjulsur, der er gearet
saledes, at viserne drejer 24 timer for 86400 pendul-
slag. Principielt kan han begynde med en vilkarlig pen-
dulleengde; men han star ikke p& bar bund, han kender
den omtrentlige veerdi for leengden af et simpelt sekund-
pendul, og han har tillige fundet metoden til at bestemme
det fysiske penduls reducerede lengde. Han kan nu
afpreve urets gang i forhold til stjernedggnet og justere
det over en periode, idet han ogsd kender relationen
mellem endringer i gangen og endringer i pendulleengde.
Han har nu en pracis tidsméler, som han kan bruge ved
optzlling af et vilkarligt penduls antal svingninger i f.eks.
1 time. Og ved brug af setningen om den omvendte
proportionalitet mellem pendullengden og kvadratet pa
svingningstallet pr. tidsenhed kan han beregne leengden af
sekundpendulet.

Det fremgar af Huygens’ notater (6, p.loo), at han
i slutningen af 1659 har arbejdet med et pendul af
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leengden 6,18 tommer, som udfgrer 4464 dobbelte slag
i timen. Heraf kan han s& beregne sekundpendulet:
hek = 6,18 tommer -(2 «4464)2/36002 = 38 tommer,
hvilket er akvivalent med 0,9940 meter. Den moderne
standardveerdi (Greenwich) er 0,9936 meter.

Faldvejen i det fgrste sekund

Dette resultat ville have varet en lekkerbidsken for
Mersennes og Ricciolis empiriske faldforsgg; men Huy-
gens gar igen en anden vej: Det er ligeledes i efteraret
1659, han finder, at den sande isokrone bane for en pendul-
bevagelse er cykloiden, og i forleengelse heraf (december
1659) beviser han matematisk, at tiden for en enkeltsving-
ning langs cykloiden forholder sig til faldtiden for et frit
fald langs diameteren af cykloidens genererende cirkel
(dvs. en halv pendullengde) som omkredsen af en cirkel
til diameteren, dvs. som tt. Et udsagn som er &kviva-
lent med en senere tids algebraiske udtryk for pendulets
svingningstid: T = wey/l/g.

Den fglgende udledning af faldvejen i det farste sekund
eren formalisering af den metode, Huygens bruger ved den
publicerede beregning (7, p.171), og hvor han netop (jvf.
erfaringen fra 15.nov.) understreger, at denne udledning er
mulig "uden eksperiment", hvis blot ovenstaende teorem
og lengden af sekundpendulet er givet:

Hvis vi betragter et sekundpendul (T - 1sek.), s&er
tiden, t for et frit fald langs det halve af pendulleengden, I,
ifolge teoremet: t = lsek/-7r, og da faldvejen er propor-
tional med kvadratet pa tiden, s kan man umiddelbart
finde faldvejen i det fgrste sekund, Si, idet 2Sj// = 72,
eller Si — \ @2 +38 tommer. Faldvejen i det farste sekund
bliver saledes beregnet: 15 fod og 7,5 tommer (4,905 m),
altsd netop den veerdi, som senere er indfgrt i notatet af
15.november.

Det koniske pendul

| notatet siger Huygens imidlertid, at resultatet er bereg-
net pa grundlag af et konisk pendul. Men det er uklart,
hvilket pendul han métte have benyttet. Vi ved, at Huy-
gens i fagrste halvdel af november arbejdede intenst med
koniske penduler (hyppigt med en topvinkel pd 90°), og at
han analyserede deres bevagelse teoretisk i afhandlingen
om centrifugalkraften. 1 afhandlingens "Proposition VI"
(5, p.276 ff) gennemfarer han et resonnement, hvor de
principielle relationer (i moderne notation) er som fglger:

Hvis centrifugalkraften i enjaevn cirkelbevaegelse er lig
"tyngden", dvs. g = v2/r, sder perioden T = 2tt\Jt/g\
og tiden for et frit fald med samme acceleration er
t = \J2S/g. Heraffalgerdetsd (for T = t), atetlegemes
faldvej ved et frit fald i samme tid, som det samme legeme
vil vaere om at gennemfgre en hel cirkelbeveegelse, er
S = 2r mt2. Og da radius i et konisk pendul, hvor keglens
halve topvinkel er 45°, er lig hgjden, og denne hgjde i et
konisk sekundpendul er lig et kvart simpelt sekundpendul,
dvs. 9,5 tommer, s finder man igen faldvejen ved frit fald
i det fgrste sekund: 15 fod og 7,5 tommer.
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Tyngdeaccelerationen, g

I Koyrés artikel (8) med samme emne som nerverende
sammenfatter denne - ligesom udgiverne af Huygens’
Oeuvres (6) - hele Huygens’ udledningsreesonnement i
en enkelt formel udledt af formlen for et penduls sving-
ningstid:

g — (4712 +n2 w/)/36002, hvor n er antallet af dobbelte
slag pr. time.

Denne formel, skriver Koyré, "er almengyldig og
bestemmer verdien af g som en funktion af lengden
og hastigheden af et hvilket som helst pendul, vi méatte
benytte. Det er faktisk et temmelig kort og hurtigt pendul,
Huygens har benyttet, kun 6,18 tommer langt, og 4464
dobbelte svingninger pr. time. Fglgelig konkluderede
Huygens, at veerdien af g er 31,25 fod, dvs. 981 cm,
hvilket er den vardi, som har veeret anerkendt lige siden."”
(8, p.234)

Denne udgang pa historien om Huygens og starrelsen
af "tyngden” er strengt taget problematisk, idet stgrrelsen
31,25 fod (dvs. det dobbelte af 15fod og 7,5 tommer), end-
sige 31,25 fod/sek2, ikke forekommer i kilderne. Og det
ger den ikke af den simple grund, at begrebet om tyngde-
acceleration, som vi kender det, endnu ikke var udmgntet
i 1600-tallet.

Huygens foresatte sig at finde det praecise mal for "tyn-
gden™" (gravitas) ved hjelp af penduler. Men "tyngden"
selv indgar kun direkte i argumentationen som en teo-
retisk sterrelse, som ekvivalerer centrifugalkraften i et
konisk sekundpendul. Kender man radius i dette pendul,
sa kan man deducere faldleengden ved frit fald i det farste
sekund. Og denne lengde var den tidlige klassiske fysiks
mal for starrelsen af "tyngden”. Begrebet om tyngdeacce-
leration & uden for periodens begrebsmaessige horisonter.

Det er derfor ogsa lidt af en tilsnigelse, nar Koyré
siger, at veerdien g = 31,25 fod/s2 har veeret "anerkendt
lige siden”. Men der er det rigtige i det, at de verdier
for sekundpendulet (3 pariserfod og 8,5 linier) og for
faldlengden i det forste sekund (15" pariserfod), som
Huygens offentliggjorde i 1673 (7), finder international
anerkendelse som mal for tyngden, bl.a. ogsd hos New-
ton.

Newton selv opererer heller ikke med en eksplicit
starrelse aftyngdeaccelerationen. Og der skjuler sig heller
ikke i Newtons tekster nogen fast standardveerdi for tyng-
deaccelerationen &kvivalent med 31,25 rhinske fod/sek?2.
Analyserer man en reekke af hans praktiske beregninger,
sa finder man, at de implicerer (/-veerdier, som ligger i det
mindste i intervallet 9,79 til 9,83 m/sek?2

Tyngdens variation

Men fra begyndelsen af 1670’eme stillede spgrgsmalet om
en standardveerdi for tyngden sig pa en helt ny made, idet
man blev opmarksom pa, at tyngden pa grund af jordro-
tationen varierer med den geografiske bredde. Huygens
behandler denne nye kendsgerning i en senere afhandling
om tyngdekraften (4); og Newton behandler den i Princip-
ias 3.bog (Proposition XX) under overskriften: "At finde

Et mal for tyngden.
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og sammenligne legemers tyngde i forskellige regioner af
vor Jord". Men heller ikke her finder vi noget direkte
mal for "tyngdens" starrelse noget steds. Vi finderen teo-
retisk bestemmelse af proportionaliteten mellem tyngdens
tilveekst (fra Zkvator til Pol) og kvadratet pa sinus til bred-
degraden; og derfra udledes forholdet mellem tyngden pa
Paris’ bredde og p& Akvator, hvorefter Newton, idet han
bruger Huygens mal for sekundpendulet i Paris, beregner
tyngdens starrelse ved /AEkvator udtrykt ved leengden af et
sekundpendul (3 pariserfod og 7,468 linier = 0,9912 m).

Maler man tyngden, feks. ved pendulforsgg, sa
finder man tyngdekraften som en vektorsum af en mas-
setiltreekning (et gravitationsfeenomen) og en centrifu-
galkraft (et beveaegelsesfenomen). Den resulterende vek-
tor har starrelsen:

F—GMmM/R2—m-J2mR mcos2b,

hvor io er jordrotationens vinkelhastighed, b er bredde-
graden, og hvor den dimensionale homogenitet mellem
de to led pa hgjre side, forudsetter den tunge masses og
inertialmassens proportionalitet.

"Tyngdeacceleration” (eller den gravitationelle felt-
styrke, F/m) er i den udviklede klassiske mekanik et
langt mere komplekst begreb end "faldleengden i det farste
sekund™ (eller lengden af et sekundpendul). Begrebet om
tyngdeacceleration indtager en bestemt plads i et sam-
menhangende teoretisk system som et specialtilfaelde,
dvs. som et begreb om lokal manifestation af den uni-
verselle gravitation.

S& nar Huygens ved en imponerende indsats i 1659
finder en ret preecis starrelse, en faldlengde, som mal for
"tyngden", s& er der ogsa grund til at pointere, at denne
indsats fandt sted inden for en principielt anderledes be-
grebsmaessig og teoretisk forstéelsesramme end den. hvori
en senere tid har teenkt spgrgsmalet om tyngdens starrelse.

Note: Langder

1 florentinsk fod = 1romersk fod=0,2957 m

| pariserfod (pied de Roi) = 0,3248 m

1rhinsk fod = 0,3139 m

Foden deles i 12 tommer, som igen deles i 12 linier.
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To ud af tre - de klassiske problemer

Mogens Esrom Larsen, Matematisk Institut, Universitetsparken 5, 2100 Kgbenhavn 0

Indledning

Der er, som alle jo ved, tre klassiske problemer i geome-
trien, der alle tre drejer sig om konstruktion med passer
og lineal. Det ene er cirklens kvadratur, dvs. den opgave,
at konstruere et kvadrat med samme areal som en given
cirkel. En opgave, der kan formuleres sidan, om det er
muligt at konstruere et liniestykke med leengden n. Denne
opgave vil vi lade ligge.

De to andre vedrgrer begge tallet tre. Vinklens trede-
ling gar ud pa at konstruere en vinkel, der er en trediedel af
en given vinkel, mens terningens fordobling gar ud pa at
konstruere et liniestykke med leengden xf¥. Til den sidste
opgave harer historien, at en sot, der plagede indbyggerne
pa gen Delos, ifalge oraklet i Delphi ville ophgre, nar
man fordoblede - i rumfang - templets kubiske alter.

Ingen af disse opgaver kan lgses; i det falgende skal jeg
forklare, hvad vi mener med det. Der er flere uklarheder
i formuleringen, Vi kan ikke tredele vinkler. Dels er der
kan, der her betyder, ikke blot at vi ikke har fundet ud
af det endnu, men at vi har fundet ud af, at det aldrig
vil kunne lade sig gere. Dels de begransninger, der er
i hjelpemidlerne, nemlig at vi kun vil tillade en ganske
indskraenket brug af to hjelpemidler, passer og lineal.

Figur 1

Problemformulering

Farst ma vi forstd, hvad konstruktion med passer og lineal
vil sige. Vi vil tillade os falgende. | begyndelsen kan to
punkter vaere givet, men ikke flere. Vi kan sé dels tegne de
cirkler, der har det ene punkt som centrum og gar gennem
det andet, dels den linie, der gar gennem de to punkter.
Herefter kan vi inddrage de ny skeringspunkter, der matte
forekomme, og med dem gentage operationerne. Anden
brug af veerktgjerne er ikke tilladt.

Lad os nu antage, at vi har to forskellige punkter, som vi
kalder 0 og 1 Vi tegner linien gennem de to samt cirklerne

KVANT, december 1996

med det ene som centrum gennem det andet, finder de to
cirklers to skeeringspunkter med hinanden og med linien.
Derefter tegner vi linien gennem cirklernes skaringer med
hinanden.

De saledes vundne punkter, —1, 2, A, B, | er eksem-
pler pa punkter, der er fremkommet ved konstruktion. Nu
er punkterne pa linien gennem 0 og 1angivet ved tal, fordi
de svarer til tal. Liniestykket fra —1 til O er lige s& langt
som liniestykket fra O til 1, mens liniestykket fra O til 2 er
dobbelt sa langt.

Vi kan konstruere alle de punkter, der svarer til ratio-
nale tal, f. eks. kan vi tredele et liniestykke saledes:

Konstruktionen foregér i alfabetisk orden, séledes at
NP = ON, PQ —ON, rgarfraqtil 1, sogt er
parallelle med g. Disse linier skerer nu i i punkter, der
svarer til | og | . Her er underforstdet, at vi har leert at
tegne parallelle linier med passer og lineal.

Figur 2

Betragter vi en cirkelbue i stedet for et liniestykke,som
i figur 3, kan vi halvere buen simpelt hen ved at halvere den
tilsvarende korde, 1P, kalde midtpunktet Q og tegne li-
nien gennem 0 og Q. Den skerer cirkelbuen i midtpunktet
R.

Spergsmalet er nu, om vi med denne brug af passeren
og linealen nogensinde vil na til det punkt pa cirklen, der
ngjagtig tredeler den givne vinkel?

Indskydning

Indskraenkningen i reglerne for iser linealens brug er
ganske veesentlig. Allerede i oldtiden kunne man tredele
en vinkel ganske ngjagtigt ved en udvidet brug afen lineal:

Vi afsaetter p& linealen to punkter, der har en
foreskrevet indbyrdes afstand, altsd samme afstand som
den, der er mellem to givne eller allerede konstruerede
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punkter. Derefter leegger vi linealen pa papiret op ad en
blyant, der holdes pa et bestemt punkt. Linealen tilpasses
nu ved drejning og forskydning sa de to punkter kommer
til at ligge p& hver sin givne linie. Med andre ord, vi
vedtager, at det er muligt at tegne en linie, der gar gennem
et givet punkt og skarer to givne (skeerende) linier, sa det
afskarne liniestykke har en givet lengde.

Figur 3

Figur 4

Vi gnsker at tredele vinklen Lip mellem linierne | og
k. Vi tegner cirklen med centrum i 0 og radius 1pai, den
skeerer linien k i punktet A. Derefter tegnes AB vinkelret
pa L Endelig tegnes linien m gennem A parallel med L

Vi foretager nu i henhold til metoden ovenfor en ind-
skydning, dvs. vi tegner gennem O linien, n, der skerer
AB iC ogm iD, saafstanden CD = 2.

Betragter vi AACD, ser vi, at ADAE = AADE =
ACOB = g. Altsd er AAOC = AAEC = 2g. Vihar
tredelt vinkelen AAOB = g.

Denne metode har veere kendt siden det 5. arhundrede
f.vt

Approksimation
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Hvis man ser praktisk pd sagen, og blot gnsker at
bestemme en vinkel, der er sd god som en trediedel til
alle praktiske formal, sa er det ingen sterre kunst at finde

sddan en. En meget enkel méde bestar i at halvere vinke-

len, halvere den halve oppefra, derefter igen halvere nede-
fra osv. Med andre ord, vi finder vinkelen

16 + 32

Leegger vi det halve til, far vi, idet de midterste led gar
ud,
30, _ @ /]

2 ~ 2 2"#
Med andre ord, vi har fundet,at

*i -
3 3-2

Vi kan altsd komme s tet til tredjedelen, som vi maétte
gnske, uden nogensinde at na den.

Figur 5

Det umuliges kunst

Hvad er det s, vi ikke kan? Jo, det er med den ind-
skreenkede brug af passer og lineal nogensinde at n til
den vinkel, der tredeler en vis given vinkel. Vi ma derfor
sparge, om vi kan beskrive de punkter, som vi faktisk kan
konstruere, til forskel fra resten af punkterne i planen.

Konstruerbare tal

Derfor sparger vi, hvilke tal pa linien i kan vi konstruere
ud fra de givne tal, 0 og 1 Vi har allerede set, at vi
kan konstruere alle rationale tal. Med passeren kan vi
flytte dem til linien, m, vinkelret pd i i 0, og ved opret-
ning af vinkelrette i to konstruerede tal, a og b, pa hen-
holdsvis i og m, kan vi konstruere et punkt i planen. Dette
punkt betegner vi (a, b), og tallene kaldes punktets koor-
dinater. Spgrgsmalet om konstruerbare punkter er derfor
det samme som spgrgsmalet om konstruerbare tal pa ak-
serne.

Vi kan umiddelbart konstruere tal, der svarer til sum,
differens, produkt og kvotient af allerede konstruerede
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tal. Desuden kan vi konstruere kvadratroden af et allerede
opnaet tal. Men det er ogsa alt, hvad vi kan.

Dax :1= 2 :y, og vikan finde x eller 2, nar de
andre to er givet, kan vi altsé finde produktet, z = x my,
og kvotienten, x —  Dertil kommer, at vi kan bestemme

kvadratroden af et tal, q:

Vi tegner blot cirklen med diameter 1 + g, sa vil den
vinkelrette pa diameteren i skillepunktet skeere cirklen i
punktet x = y/q.

KVANT, december 1996

Det afggrende er imidlertid, at hermed er vore mu-
ligheder udtemt. En linie gennem to givne punkter med
koordinater (x0, yo) og (xi, 31) er givet ved ligningen:

(X - x0) (31 - 200) = {y~ y0) (xi - x0)

Ligningens koefficienter findes altsé ud fra punkternes ko-
ordinater ved almindelig regning med de 4 regningsarter.
Skeringspunktet mellem to linier har koordinater, der
findes ved at lgse ligningerne. Ogsa denne proces klares
med de 4 regningsarter.

En cirkel karakteriseres ved, at punkterne har den kon-
struerbare afstand, r, til et konstrueret punkt, centrum,
(x0, yo)- Ifglge Pythagoras bliver punkternes koordinater
derfor karakteriseret ved ligningen:

(X - x02+ (y- y0)2=r2

Ligningens koefficienter indeholder kun konstruerbare
tal. Skaerer vi cirklen med en linie, skal vi lgse to ligninger
med to ubekendte, hvoraf den ene er af farste mens den
anden er af anden grad. Substitueres fgrstegradsligningen
i andengradsligningen, skal vi blot lgse en andengradslig-
ning. Dette kreever precis én uddragelse af en kvadratrod.

To cirklers skering kraever ikke noget nyt. Differ-
ensen mellem ligningerne giver en farstegradsligning for
en linie, der, hvis cirklerne skerer hinanden, gar gennem
skeeringspunkterne. Vi klarer os derfor stadig med én
kvadratrod.

Hver gang vi konstruerer ét nyt punkt, kan koordi-
naterne til dette findes ud fra de givne punkters koordinater
ved hjeelp af de 4 regningsarter og eventuelt én kvadratrod.

Tallegemer

En mangde af tal med den egenskab, at vi forbliver inden
for meengden, nar vi udfaerer de fire regningsarter, - pa
ner division med 0O, - kaldes et tallegeme. For eksempel
er mangden af rationale tal, Q, et tallegeme. Hvis nu L
er et tallegeme og q G L et tal, sd x2 = q ikke har nogen
lgsning, x G L, sder

L (V™) = {x + vsfi | xiVe L}
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igen et tallegeme. Sum og differens far dbenbart samme
form, og ogsa produktet bliver

&+ y/q) (u+v/g) = (Xu+ yvg) + (xv + yu) y/q

som igen har den gnskede form. Det spa&ndende er, at
man kan dividere, eller, at tallenes inverse har den gnskede
form. Man finder:

J___ _x-ylq
X+ylqg x2-yX

som abenbart har den gnskede form. (Navneren kan
aldrig blive nul, nar g ikke er et kvadrat.)

Tallegemernes betydning for konstruktionerne er, at
har vi et sa&t punkter med koordinater i et tallegeme L, sd
vil koordinaterne til et konstrueret punkt enten ligge i L
eller i L (y/q) for et eller andet q G L.

Starter vi konstruktionen med et par af punkter med
rationale koordinater, vil en hvilken som helst konstruk-
tion give et punkt, hvis koordinater ligger i et legeme,
der er fremkommet ved endelig mange udvidelser med en
kvadratrod.

Figur 10

Polynomiers division

Hvis vi har et trediegradspolynomium med koefficienter
i et tallegeme, L, som har en rod a + (3y/q i det udvid-

ede legeme, L (y/q), s& har det ogsé en rod i L. Hvis
polynomiet er

p(x) —x3+ ax2+ bx +c
hvora,b,c GL, oga + (3y/qerrod, sd majo

a3+ 3a02g+ aa2+ af3q+ ba+ c
4 (3a23+ &3+ 2aad + b3 /?[

1
o

hvorfor

a3+ 3a02qg+ aa2+ a02q+ ba+ c
3a2(3+ B+ 2280+ bJ = 0O
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Indseettes nua —0/q, ses det, at vi far

a3+ 3a0xqy+ aa2+ a02g+ ba+ c
—(3a20 + B+ 2aad - ylq= 0—-0ylq — O

Der ma derfor veere en tredie rod i L (y/q), lad os sige

7 + S/q. Altsd er polynomiet, p(x), produkt af 3
farstegradspolynomier, nemlig

p(x) = (x - @& -@yiq)(x - &t oy

(x ~ 7 - 6ylq)
(x2—2ax + a2—02y) (x —7 —6Y/q)

Men da p(x) har koefficienter i L, kan det kun lade sig
gere, hvis 5 = 0, altsd hvis p(X) har roden 7 6 L.

En trigonometrisk formel

Lad os vende tilbage til figur 5, men tenke os, at vi har
tegnet den i omvendt orden. Vi har altsd tegnet linien n
forst, og derefter tredoblet vinkelen g, sa linien k danner
vinkelen 3@ med i. Sa skeerer n cirklen i punktet med
koordinaterne (C0S @, sin @), mens punktet A har koor-
dinaterne (cos3g, sin3</>). Nar nu cirklen har radius 1,
sier CD = 2. De ensvinklede trekanter giver derfor
umiddelbart formlerne

cos3g = OC xosg@
sin3g = (OC+ 2) ming

hvoraf vi finder

som kvadreret giver

c0s2@sin23g =
(cos23g + 4cos2@ + 4cos 3@ Cos @) sin2g

Sxttes Sin2g = 1 —c0s2g, fas ved benyttelse af
sin23g + cos23g = 1, at

cos23g —4cos 3@ (C0S3@ —COs 2)
—4cos4g + 3cos3g = O

Denne lignings venstre side spaltes umiddelbart i et pro-
dukt, sa vi far

(cos 3@ + cos @) (cos3g —4 cos3g + 3cosg) = 0
Da den farste faktor ikke kan vere 0, far vi formlen

cos 39 = 4c0s3@ —3C0S @

To ud af tre



En vinkel, der ikke kan tredeles
Vi pastar, at vinkelen p = 120° ikke kan tredeles.
Med andre ord, at man ikke kan konstruere vinkelen 40°.
Vinkelen tp er karakteriseret ved, at cos xp = —| . Denne
vinkel er altsd umiddelbart konstruerbar, og koordinaterne
til punktet kraever hgjst én kvadratrod, i dette tilfeelde \/3-
Lad os kalde v = cos 40°. Ifglge formlen for cosinus
til den tredobbelte vinkel, er v rod i polynomiet

p{x) = 4x3- 3x + -

Ved konstruktionen af v har vi sukcessivt tilfgjet
kvadratrgdder til legemer. Lad det naestsidste legeme veere
L, og det sidste L (s/q). Vi kan altsa skrive v pa formen
v = a + @Mq, hvor vi hara, 0 G L. Det majo betyde,
som vi har set ovenfor, at polynomiet ogsé har en rod i L.

Efter endelig mange gentagelser ender vi med, at poly-
nomiet har en rod i Q. Altsé et rationalt tal, — hvor m
og n er uden faelles divisorer, der opfylder:

eller bedre endnusm 3—emn2+ n3 —0 Her ma n veare
divisor i 8 og m divisor i 3, sa der er kun endelig mange
muligheder, men en progve viser, at ingen af dem faktisk er
rgdder. Der er ingen rationale rgdder i p(X).

VAT Vakuumventile AG
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Terningens fordobling

I forhold til vinklens tredeling er terningens fordobling
barnemad. Vi skal jo finde s/2, altsd en konstruktiv
Igsning til ligningen x3 = 2. Men ngjagtig som ovenfor
slutter vi, at hvis der er en rod i et eller andet konstruerbart
legeme, sa er der en rational rod. Men intet rationalt tal
har trediepotensen 2.

/ matematik er der ikke blot noget, man ikke kan, men
ogsa noget, man ikke kan kunne!
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