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Magnetfelter er spaendingstilstande i rummet
Vagn O. JENSEN it 1
Jensen beskriver magnetfelter som media der formidler kreefter
mellem stremfarende legemer ved hjelp af treek-, tryk- og
forskydningsspandinger. Dermed er magnetfelter den elektiske
analog til bjeelker og gasser i mekanikken

Korrespondensprincippets diskrete charme

Ove Nathan
Korrespondensen mellem kvantik og klassisk mekanik er en af

betingelserne for fysikeres relative sjelssundhed. Men er det
virkelig sédan, at elektroner, der er eksiterede til randen af
ionisering, bevager sig i simple Kepler-lignende baner? Fgrst nu er
det blevet muligt at undersgge. Og svaret er ja — overfladisk set,
men ikke sa simple.
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Magnetfelter er spaendingstilstande | rummet

Vogn O. Jensen

Lige siden H.C. @rsted i 1820 opdagede sammenha&ngen
mellem magnetisme og elektriske strgmme, har man
diskuteret, hvordan magnetfelter bedst kan opfattes.
Kilderne, der genererer et magnetfelt, B, er stramme
i elektriske ledere (i et magnetiserbart materiale, som
f.eks. en permanent magnet, dannes strammene ved en
ensretning af stramslgjferne i de enkelte atomer). Et
S-felt tilskrives en styrke, som kan males pa forskel-
lige mader, f.eks. benyttedes i tidligere tider frekvensen
af en kompasnals svingning i et magnetfelt som et mal
for feltstyrken. Mere ngjagtige malinger opnas nu ved
at bestemme kraftpavirkning pa en stramfgrende leder i
feltet eller afbgjningen af en ladet partikel, der beveeger
sig i feltet. De navnte metoder er alle baseret pa en
kraftpavirkning pad malesonderne, og reaktionen pa disse
kreefter virker tilbage pa stramledeme, der genererer mag-
netfeltet. Et magnetfelt kan altsa opfattes som et medium,
som transmitterer kreefter mellem strgamfgrende legemer.
Sadanne legemer kan frastede hinanden, tiltreekke hinan-
den og endog dreje hinanden. Det er disse egenskaber,
der udnyttes i elektromagnetiske apparater, som motorer,
generatorer, drejespoleinstrumenter 0.m.a.

Et magnetfelt kan ogsa opfattes som baerer afen rumlig
energiteethed. Til stramledere, der genererer magnetfelter,
er der altid knyttet en selvinduktion L, og det koster en
energimeaéngde | L I12at etablere en strom | i disse ledere.
Denne energimengde kan opfattes som fordelt i magnet-
feltet omkring lederen med en energiteethed B 2(r)/2fi0.

| denne artikel ser vi pa tidsuafhaengige magnetfelter
og viser, at de kan fortolkes som simple spandingstilstande
i rummet, der overfgrer kraefter mellem forskellige
omrader.  De magnetiske krafter, der pavirker et
vilkarligt valgt volumen i et magnetfelt, kan opfattes som
speendinger, der alene pavirker volumenets overflade. Si-
tuationen er analog til bjelker og andre bygningselemen-
ter, som transmitterer kreefter, ved at der opstar traek-, tryk-
og forskydningsspandinger i dem, eller til en almindelig
gas, som via det isotrope tryk transmitterer trykkraefter
fra den ene veeg til den anden. Med denne fortolkning
af et magnetfelt far vi et grundlag for en simpel fysisk
forstéelse af magnetfelters egenskaber, som kan lette vor
opfattelse af magnetiske kreefters virkemade.

Vi udleder og diskuterer farst de magnetiske
spandinger for vakuumfelter, dvs felter i omrader, hvor
der ikke kan flyde elektriske stramme. Som eksempler
pa brugen af disse spandinger udleder vi derefter nogle
allerede kendte egenskaber ved vakuumfelter og viser, at
spandingerne kan forklare tiltreekningen og frastadningen
mellem elektriske ledere og mellem permanente magneter.
Magnetiske spandinger er af sa&rlig interesse inden for
plasmafysikken. Det skyldes, at mange plasmaegenska-
ber kan forklares ved brug af de magnetiske spandinger
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i kombination med plasmaets partikeltryk. En udledning
af dette praesenteres, og resultaterne bruges derefter til at
forklare nogle simple problemer inden for plasmafysik og
fusionsforskning.

I hovedteksten gives en bred og ret elementar diskus-
sion af stoffet illustreret med figurer, men med kun fa
og simple formler. Det er tilstraebt, at hovedteksten skal
kunne laeses alene og give et godt indtryk af magnetiske
spaendinger og deres brug. Lasere med interesse for at
ga mere i dybden og fglge de matematiske udledninger
kan finde disse i boksen. En mere omfattende analyse
af magnetiske spaendinger og deres brug kan findes i [1].

a)
Spandingsart Storrelse Retning
Forskydning (Bx 1t BV\) 1 n
Trek Bl/Ho n
Tryk B 2/2fi0 —
(Partikeltryk p -n)
Figur 1. N agnetiske spandinger.

Magnetiske spaendinger i vakuumfelter

Maxwell-ligningeme er grundligningerne for en behand-



ling af alle elektromagnetiske feenomener, ogséa af vore
magnetiske spandinger. For stationzre S-felter, som vi
betragter, tager ligningerne formen (A. 1) og (A.2) i bok-
sen. Analysen under A) farer til resultatet i (A.9). Den
fysiske fortolkning af denne ligning er fglgende: Betragt
et omrade i et magnetfelt, hvor der ikke Igber elektriske
stremme, som skitseret pa fig. la). Magnetfeltet er altsa
genereret af stramme uden for det betragtede omrade. Ind
i dette omrade lgges et volumen, V, med vilkarlig valgt
form. V’s overflade kaldes S, og dS er et infinitisimalt
element af denne, n er en udadrettet enhedsvektor, som
star vinkelret pa d S—fladen; n e&ndrer altsa retning, nar

Boks

Udledning af magnetiske spaendinger
De tidsuafhaengige Maxwell-ligninger for et JB-felt er

V x B = fi0j (A
°g
V B =0. (A.2)
Krydsproduktet af (A.l) med B giver

f=—(VxB)xB =jxB. A.3
I’b( ) J (A3)

Da j x B er Lorentzkraften pd en volumenenhed
med strgmteetheden j, har (A.3) dimensionen kraftteet-
hed (N/m3), og ma derfor opfattes pd den made, at nar
man velger et volumenelement, dV, sder fdV den mag-
netiske kraft, der pavirker dV. | det falgende udleder
vi forst under A) de magnetiske spandinger for vaku-
umomrader og derefter under B) for plasmaer.

A) Magnetiske spandinger i stremfri vakuumomrader
For stremfri omrader, hvorj (r) —O0, bliver (A.3)

fvak = — (V x B) x B =0, A4
Nb( ) (A4)

som viser, at den magnetiske kraft f vakdV, pa et vol-
umenelement i et stremfrit omrade er lig 0. Dette er
naturligt, da vi jo ser pa stationare situationer.

Den fra vektoranalysen kendte identitet

(VxB)xBE-(V-B)B+V-(BB)-VBy2 (A5)

fgrer med (A.2) til at (A.4) kan skrives

vi bevaeger os rundt paa S. Den overordnede fortolkning
af (A.9) er, at V pavirkes af spaendinger, der transmitterer
kraefter gennem overfladen, og at den samlede resulterende
kraft p& V er nul. En mere detailleret fortolkning af (A.9)
giver starrelse og retning af de magnetiske spandinger,
der transmitteres gennem S.

Pa fig. Ib) vises dS fra la) i forstarret malestok.
S —felteti dS har normalkomponenten B (parallel med
n) og komponenten B\\ parallel med ris'—fladen. Inte-
granten i forste led pd hgjreside af (A.9) viser, at B -feltet
pavirker dS med en treekspaending langs magnetfeltlinien
og altid i retningen ud fra V.

: BB B2 n
/vofc_V' HO _V 20" ~

Den samlede magnetiske kraft, F vak, pa et endeligt
volumen, V, der er placeret i feltet, fis ved at integrere
(A.6) over V. Deto led, der skal integreres, er henholdsvis
divergensen af tensorfunktionen B B/fi0og gradienten af
skalarfunktionen Z22/2/r0. Bemark at begge disse funk-
tioner har dimensionen energitethed (J/m3), hvilket er det
samme som dimensionen for tryk og spandinger (N/m2).
For begge de to led i (A.6) galder det specielle, at deres
integraler over et volumen, V, kan erstattes af integra-
tioner over V’s overflade. Dette udtrykkes matematisk
ved Green’s formel for skalarfunktionen cf>(r)

(A.6)

jAVG)dV = J (frnds (A7)
og den tilsvarende for tensorfunktionen T (r)

LV *TdV = [ ndS aT , (A.8)
Js
hvor dV er et infinisimalt element af V, S er V's sam-
lede overflade, og n er en udadrettet enhedsvektor i dS.
Vi finder

F.at = j fmtiVv (A.9)
- JE n-B>B|S-J52/X0
= 0.

En geometrisk fortolkning af integranteme i (A.9) i
form af treek-, tryk- og forskydningsspaendinger er vist
pa fig. 1 og diskuteret i hovedteksten. Det skal dog her
bemarkes, at det er selve feltets veerdi, der indgdr i inte-
gralerne i (A.9) og ikke de afledede af feltet, som optreeder
i grundligningerne (A.l) og (A.2).

Magnetfelter
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Den opdeles i en forskydningsspaending af starrelsen
B\\B+/n0, som peger i retningen af treekspandingens
projektion pad dS og i en treekspanding B \j /> som
peger vinkelret ud fra dS i n’s positive retning.
Bemerk at begge de naevnte spaendinger forbliver uendret
ved en 180° vending af magnetfeltets retning. Inte-
granten i sidste led i (A.9) viser, at B —feltet ogsa
pavirker dS med en indadrettet trykspanding, B 1j 2ji(L
Denne trykspaending, der altid virker vinkelret pa dS,
svarer helt til trykket i en isotrop gas, der jo ogsé
virker vinkelret paa veeggen. Krafterne, der transmit-
teres gennem dS til V, er s& de neavnte spendinger
ganget med dS. Nederst pd fig. 1 er de forskel-
lige spaendinger angivet bade med starrelse og retning.

Figur 2. Summen af magnetiske krefter pa feltliniergr i vaku-
umfeltet omkring ret leder er nul.

Ved brug af de magnetiske spandinger til aktuelle bereg-
ninger er man ofte fri i sit valg af formen af det volumen,
V, man betragter. Det fremgar af fig. 1, at hvis man
veelger V. med form som et feltlinierar med endeflader,
der star vinkelret pa feltlinierne, sé bliver beregningerne
simple. P4 et sadant rers sideflader er B + =0, og de pa
virkes derfor kun med det isotrope tryk B 2/2f.i0 vinkelret
indad mod d S—fladen. Pa endefladerne er By =0, og de
pa virkes derfor med en udadrettet treekspaending B 2/

og med en indadrettet trykspaending B 2/ 2/r0. Disse to
spandinger resulterer i en udadrettet treekspaending med
styrken B 2/2710. Et magnetfelt kan altsé opfattes som et
medium, hvori der hersker en treekspanding, B 2/2//c,
langs feltlinierne og en trykspaending, 0gsd B 2/2/jio,
vinkelret paa feltlinierne.

Som eksempel pa brugen af magnetiske spandinger
er det let at vise, at feltet omkring en lang, retlinet leder
med stremmen | opfylder betingelsen om, at den resul-
terende kraft pd et volumen i feltet er nul. P& fig. 2
er lederen sammenfaldende med z-aksen. Magnetfeltet
bestar af koncentriske cirkler med centrum i z-aksen. Felt-
styrken er Be (r) = /r0//27rr. Som volumen velger
vi et feltliniergr som vist kraftigt optrukket pa figuren.
Det er en halv cylinderskal med indre radius ra og ydre
radius r,, + Ar. Det har leengden L i z-retningen. og
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det streekker sig fra 0 = 0 til 0 —n, dvs. dets en-
deflader ligger i xz-planen. Vi ser pa y-komposanterne
af de magnetiske kraefter, der pavirker cylinderskallen.
P& indersiden af skallen er feltstyrken Be (r0), og det
tilsvarende isotrope magnetfelttryk pavirker skallen i
den positive y-retning med kraften 2rOL -B|(r0)/2/r0.
Pa ydersiden er feltstyrken J5e(r,, + Ar), og det
pavirker tilsvarende skallen i den negative y-retning
med kraften 2(rc + Ar)L BQ(r0+ Ar)/2p0. Endelig
pavirkes endefladerne med treekspaendingen J5|(r)/2/r0
0gsd i den negative y-retning. Det er nu let at vise,
at netop med Be —feltets r-1—afhaengighed er sum-
men af de tre magnetiske spandingskrefter lig nul.

Figur 3. Magnetiske krafter mellem rette, parallelle ledere
med a) parallelle stremme og b) antiparallelle streamme.

| det foregaende har vi kun set pad stremfri volumener
og vist, at de magnetiske spandinger ikke yder nogen
resulterende kraft pad sddanne volumener. Vi vil nu
0gsa se pa volumener, hvori der lgber stramme; det kan
veere lukkede strgmslgjfer inden for det betragtede vol-
umen eller stramme, der lgber gennem disse volumener.
Som far repreesenterer de magnetiske spaendinger pa et
sadent volumens overflade den kraft, der transmitteres



gennem en arealenhed af overfladen ind i volumenet.
Integralet over hele overfladen af disse spandinger er
derfor den resulterende kraft pd volumenet, og den
overfares til strgmlederne via feltet mellem lederne og
overfladen. Hvis lederne ikke holdes mekanisk fast,
vil de bevaege sig. Denne effekt bruges f.eks. i
elektromotorer og i elektriske drejespoleinstrumenter.

Figur 4. Magnetiske krefter mellem permanente stangmag-
neter b) parallelle, c) antiparallelle.

Lad os som eksempel beregne kraften pr. lengdeenhed
mellem to retlinede stramfarende ledere som vist pa fig. 3.
Lederne er parallelle med z-aksen, og de skerer xy-planen
i (@.0) og (-a.0). Afstanden mellem dem er altsd d — 2a.
Hvis strammen i begge ledere lgber i z-retningen, ser feltet
ud som skitseret pa fig. 3a). Da feltlinieme overalt star
vinkelret pa yz-planen, transmitteres der kun treekkreefter
gennem denne plan, dvs. de to ledere tiltreekker hinanden.
Hvis stremmene i de to ledere er antiparallelle, ser feltet
ud som skitseret pa fig. 3b). | yz-planen er feltet nu overalt
parallelt med denne plan, og der transmitteres derfor kun
trykspaendinger gennem planen. De to ledere vil derfor

frastede hinanden. | begge tilfeelde er kraftens numeriske
veerdi
_ 12

K =
2nci (9

Interesserede laesere inviteres til at verificere dette resul-
tat ved brug af de fundne udtryk for magnetiske treek- og
trykspaendinger. Det er veerd at minde om, at (1) bruges
som definition af enheden ampere for stramstyrke, idet:
"En ampere er defineret som strgmstyrken af en konstant
elektrisk stram, der - nar den lgber i to paralelle, uendeligt
lange ledere med forsvindende lille cirkulert tvaersnit, som
har en indbyrdes afstand pd 1 meter og er anbragt i det
tomme rum - bevirker at den ene leder pavirker den anden
med kraften 2 « 10-7 newton for hver meter”. (Husk at
fia= 47t m10“"' H/m).

Vekselvirkningen mellem permanente magneter kan
0gsa let forstds ud fra magnetiske spaendinger. Fel-
tet omkring en aksialt magnetiseret stangmagnet forlgber
som antydet pa fig. 4a). Placeres sddanne to mag-
neter parallelt ved siden af hinanden, forlgber feltet som
i fig. 4b). | midtplanen, m.p., er feltlinierne paral-
lelle med denne plan. Magnetfeltet overfgrer derfor et
isotropt tryk gennem denne plan; det overfgres til mag-
neterne, som derfor frastgder hinanden. Placeres mag-
neterne derimod antiparallelt ved siden af hinanden som
i fig. 4c), far feltliniebilledet det viste udseende. Alle
feltlinieme star nu vinkelret p& midtplanen, og der trans-
mitteres derfor en treekspaending gennem denne plan; den
overfgres til magneterne, som derfor tiltreekker hinanden.

Transformerens

primere vikling Transformerens

Figur 5. Tokamakprincippet. Plasmaet ligger som en lukket
ring i toruskammeret, som ikke er vist. En rekke toroidale felt-
spoler genererer et toroidalt magnetfelt, hvis feltlinier Igber
"den lange vej" rundt langs plasmaringen. Plasmaringen
udger sekunderviklingen pa en transformer, som genererer
en plasmastrgm rundt i ringen. Plasmastremmen genererer
et toroidalt magnetfelt, hvis feltlinier lober "den korte vej"
rundt om plasmaringen. Kombinationen af de to magnetfel-
ter er et resulterende felt, hvis feltlinier snor sig rundt om
plasmaringen. Dette felt er grundlaget for tokamakkens gode
plasmaindeslutningsegenskaber.

Magnetiske spaendinger og partikeltryk i plasmaer

| det foregdende har vi betragtet magnetiske spaendinger
i vakuumomrader og vist, at de kan benyttes til at udlede

Magnetfelter



Figur 6. Trykbalance i 0 —pinchen.

udtryk for felter og kraftpavirkninger mellem ledere.
Magnetiske speandinger bliver imidlertid forst virkelig
brugbare inden for fusionsplasmafysikken, hvor det viser
sig, at de kan simplificere mange beregninger og lette den
fysiske forstdelse af fanomenerne. | dette afsnit ser vi
pa spandinger i magnetiserede plasmaer. Hovedformalet
er ved hjeelp af disse spaendinger at give en simpel fysisk
forklaring p&, hvordan et plasma kan holdes indesluttet
i en tokamak. Tokamakken er den magnetfeltkonfigu-
ration som hidtil har vist sig bedst egnet til at holde et
fusionsplasma indesluttet, og det bliver sandsynligvis den
konfiguration, der vil blive benyttet i de forste fusion-
skraftveerker. Tokamakkens princip er vist skematisk pa
fig. 5. Fer vi behandler selve tokamakkonfigurationen,
viser vi nogle eksempler, der er nyttige for forstaelsen.

En beregning af spaendingstilstandene i et magnetise-
ret plasma er gennemfgrt under B) i boksen. Maxwell-
ligningerne (A. 1) og (A.2) er igen grundligningerne, men
i modsetning til vakuumtilfeldet under A) kan der i
et plasma lgbe elektriske stramme. Relationen mellem
strammen, magnetfeltet og plasmatrykket, p(r), er givet
ved (A. 10). Analysen under B) i boksen farer til resultatet
(A. 13). Den fysiske fortolkning af denne ligning er meget
lig fortolkningen af det tilsvarende udtryk (A.9) for vaku-
umtilfeeldet. Hvis vi igen ser pa fig. 1erden eneste forskel,
at dS ud over de samme magnetiske spandinger nu ogsé
pavirkes indad af plasmaets partikeltryk, som altsé blot
skal adderes til det isotrope magnetfelttryk B 2/ 2p0. Dette
partikeltryk er angivet nederst i listen pa fig. 1, men i
parentes, da det jo kun optraeder, nar vi betragter et plas-
matilfelde.

1 nogle eksempler viser vi nu, hvordan man ved
hjelp af de fundne magnetiske spandinger kan beregne
ligeveegtsbetingelser for magnetisk indesluttede plasmaer.
Vi valger igen at betragte volumener med form som mag-
netfeltliniergr og med passende symmetriegenskaber og
udnytter, at summen af alle spaendingskrafter, partikel-
trykket inkluderet, skal vare nul.
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Plasma i homogent magnetfelt (&-pinch)

Vi betragter en lang, cylindrisk plasmasgijle, som er in-
desluttet i et pa trykt homogent magnetfelt, B oz. Sgjlens
akse og magnetfeltet er parallel med z-retningen, se fig. 6.
Sgjlens radius er R. Vi antager, at problemet er sym-
metrisk omkring z-aksen, séledes at plasmatrykket, p(r),
og magnetfeltet, B z(r), kun afhaenger af r. Vi valger at
se pa et volumen af form som en halv cylinderskal be-
liggende i den positive y-halvplan og med indre radius,
ra, og ydre (rQ+ Ar), som vist skyggelagt pa fig. 6.
Laengden i z-retningen er L. Vi ser pd y-komponenten
af de kreefter, der pavirker skallen. Hverken de mag-
netiske treekkraefter eller partikeltrykkraefterne pa skallens
endeflader ved z = 0 og z = L har komponenter i y-
retningen. Alle vagge i skallen, der er parallelle med
z-aksen, pavirkes af de to isotrope tryk, B 2(r)/2p0 og
p(r). Skallen kan kun vere i ligevaegt, hvis summen af
disse tryk overalt er den samme. Betingelsen for ligeveegt
er altsa

P{r) + B2{r)/2p0 = konst. = B@zj2p0, (2)

hvilket viser, at Bz(r) < Boz. Man siger, at plasmaet
er diamagnetisk. Der ma cirkulere nogle stremme i plas-
maet, som delvis afskaermer det ydre magnetfelt. | dette
simple tilfeelde med rette magnetfeltlinier svaekker plas-
maet magnetfeltet lige preecis s& meget, at summen af
magnetfelttrykket og partikeltrykket overalt er lig mag-
netfelttrykket uden for plasmaet. Den konfiguration, vi
har betragtet, kaldes en @-pinch, fordi de diamagnetiske
stramme lgber i 0 —etningen.

Ret stramfgrende plasmasgjle i selvgenereret magnet-
felt (Z-pinch)

Vi betragter en ret, cirkuler plasmasgjle, der holdes in-
desluttet i et magnetfelt, B &(r), som er genereret af
en aksial stram, Ip, i plasmaet. Feltlinieme lgber altsa



rundt om plasmasgjlen som vist pa fig. 7. Sgjlens radius
er igen R, og den antages at veere symmetrisk omkring
z-aksen, saledes at plasmatrykket, p(r), og magnetfelt-
styrken, f?e(r) kun afhaenger afr.

B) Magnetiske spendinger i plasmaer

Et stationaert plasma, der er indesluttet i et magnet-
felt, beskrives ved (A. 1), (A.2) og

j xB =Vp (A.10)

Sammenha&ngen mellem plasmastremtaetheden
j(r) og partikeltrykket pir) i (A.10) er let at for-
tolke. Lad os forestille os, at plasmatrykket har
en gradient. Et volumenelement i plasmaet vil
sd pavirkes af en trykkraft, der er proportional
med Vp og pegende i —Vp—retningen. Plas-
maet kan kun vere stationert, hvis der kan kom-
penseres for denne kraft. Som det fremgar af
(A.10) kompenserer Lorentz-kraften j x B netop
for trykkraften. Bemeerk, at daj x B star vinkel-
ret pd B, kan Lorentz-kraften ikke kompensere for
V p—krefter parallelt med magnetfeltlinierne. 1 et
stationzrt plasma er plasmatrykket derfor konstant
langs en feltlinie.

Elimination afj i (A.l) og (A.10) giver

/.= —(VxB)xB-Vp=0, (A.1D

der ved brug af (A.5) kan skrives

I GV ——— \% Vp=10. (A12)

Integration af (A.12) over et volumen V giver i ana-
logi med udledningen af (A.9) falgende udtryk for
de resulterende spandings- og trykkreefter pa vV

Bemeerk at udtrykket (A.13) for F pf kun afviger fra
(A.9) ved, at plasmatrykket p adderes til magnetfelt-
trykket B 2/ 2pai integranten i sidste led i (A. 13).
Den geometriske fortolkning for plasmatilfeeldet er
derfor den samme som for vakuumtilfeeldet blot skal
plasmatrykket nu tages med (se fig. 1).

Ved plasmaoverfladen er Be (R) — pOlp/2n R. Vi ser
forst pa det simpleste tilfelde, hvor al stremmen lgber i
plasmaets overflade, og hvor der derfor kun er magnetfelt
uden for plasmaet. Inde i plasmaet hersker der sé et kon-
stant tryk p(r) = pa. Trykbalance pa plasmaoverfladen
mellem det udadrettede partikeltryk og det indadrettede
magnetfelttryk kraever derfor B%{R)/2p0 = pO0.

| det generelle tilfeelde vil plasmastrsmmen, /p, veere
fordelt over sgjlens tveersnit, og der vil s ogsd veere
B g—felt inde i plasmaet. For at finde betingelsen for
trykligevagt ser vi igen pa y-komponenten af kreefterne
pa en skal som under diskussionen af 0 —pinchen ovenfor
(se fig. 7). Pa ydersiden pavirkes skallen i den negative
y-retning af partikeltrykket p(rG+ Ar) og af magnet-
felttrykket, S@ (rQ4- Ar)/2p0. P4 indersiden pavirkes
skallen iden positive y-retning afp (rG og af Bq(r0)/2p0.
Endelig pavirkes de to endeflader i y-retningen af par-
tikeltrykket, p(rQ, og i den negative y-retning af magnet-
felttreekket, B%(r0)/2p0. Interesserede lasere inviteres
til at sette summen af kraefterne lig nul og vise, at tryk-
balanceligningen bliver

a)
Lodret snit

Plasmaring i rent toroidalt magnetfelt

Et fusionsplasma skal holdes indesluttet i et magnetfelt,
der hindrer det i at komme i kontakt med veeggene i det
omliggende kammer. Da plasmaets ladede partikler kan
beveege sig frit langs magnetfeltlinierne, er det ngdvendigt,
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at disse linier pa intet sted skeerer gennem kammerets
veegge. Et toroidalt felt, hvor feltlinierne er koncen-
triske cirkler, er den simpleste konfiguration, der opfylder
dette krav. Kammeret har form som en torus (bilslange-
form), og feltet genereres enten af en enkelt ret stramleder
langs torusaksen eller af en raekke spoler, der ligger rundt
omkring torus. Plasmaet ligger som en lukket ring i
torus, se fig. 8, hvor toruskammeret er udeladt. Ved brug
af magnetiske speandinger, vil vi nu vise, at plasmarin-
gen ikke kan vere i ligevaegt i dette rent toroidale felt.

a
+Z Lodret snit

Vi ser pa den halvdel af plasmaringen, som i det vandrette
snit i tig. 8b) ligger i den positive //-halvplan. og betragter
de kreefter, der pavirker denne halvring i (/-retningen. Vi
ser farst pa feltet, som det ville have veeret pa plasmarin-
gens overflade, hvis plasmaet ikke havde veret til stede.
Det har en r_1—afheengighed. og vi ved fra diskussionen
af vakuumfelter i forste del af denne artikel, at summen af
alle magnetiske kreefter pé et vilkarligt volumenelement
i et vakuumfelt er lig 0. Altsa balancerer //-komponenten
af de magnetiske trykkreafter, der pavirker det halvring-
formede elements krumme overflade i y-retningen, eksakt
de magnetiske traekkraefter, der pavirker elementets plane
endeflader i den negative y-retning. Vi fylder nu plasma
i elementet. Da der ikke flyder nogen plasmastram i
toroidal retning, er feltet pa elementets krumme overflade
uzndret, og det samme vil nu gealde for den resulterende
kraft i y-retningen, der skyldes dette felts pavirkning af
denne overflade. Feltet inde i plasmaet vil imidlertid
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svaekkes pa grund af den diamagnetiske virkning, der er
diskuteret ovenfor under O-pinchen. Resultatet bliver, at
det magnetiske treek i endefladerne formindskes og bliver
for lille til at balancere kraften pd den krumme over-
flade. Plasmaringen er ikke i ligeveegt, den vil ekspan-
dere i y-retningen. Det bgr navnes, at ekspansionsten-
densen forstaerkes yderligere af, at partikeltrykket nu ogsa
pavirker endepladerne med en trykkraft i y-retningen.

Torusbeholder

b)

Figur 10. fig. 10. a) Plasma i balance i tokamak med per-
fekt ledende torusvaegge, b) Plasma i balance i tokamak med
poloidale spoler.

Tokamakken

Der er forskellige muligheder for at modificere den rent
toroidale konfiguration, s& plasmaligeveegt opnés. Toka-
makken, der er vist pa fig. 5, er den, der har opnaet den
hidtil bedste plasmaindeslutning. Brug af de magnetiske
spandinger gor det muligt at give en kvalitativ forklaring
pé, hvorfor tokamakplasmaet er i ligevagt.

En tokamak har ogs et toroidalt felt som diskuteret
ovenfor, det er genereret af en raekke spoler lagt rundt
omkring toruskammeret (vist pa fig. 5, men ikke pa fig. 9).
For at kompensere for den resulterende kraft i y-retningen
pa den halve plasmaring i det rent toroidale felt, som
diskuteret i forrige afsnit, sendes der i en tokamak en plas-
mastrem, Ip, randt i plasmaet. Denne strgm genererer
et poloidalt magnetfelt, Bv, hvis feltlinier Igber rundt om



plasmaringen som vist pa fig. 9a). | sig selv kan B p—feltet
ikke kompensere for Bt—feltets resulterende kraft i y-
retningen, idet det i endnu stgrre grad end Bt—feltet er
steerkere pa indersiden af plasmaringen end pa ydersi-
den. Derfor pavirker det ogsad den halve plasmarings
krumme overflade med en y-rettet kraft. Kun ved kun-
stigt at forage B p—feltet pa ydersiden (og méske svaekke
det pa indersiden) kan den resulterende kraft pa ringen
vendes til at g& i den negative y-retning. Dette kan opnas
pa to mader som antydet pa fig. 10. la) er plasmaet

indesluttet i en torusbeholder med perfekt ledende vaegge,
det betyder, at S p-feltlinieme ikke kan treenge gennem
dem. En lille forskydning, A, af plasmatveersnittes cen-
trum fra torustveersnittes centrum bevirker derfor, at .E |-
feltet foreges pa plasmaringens yderside og sveekkes pa
indersiden. Det medfarer s et indadrettet E?p-felttryk pa
plasmaringen, og ligeveegt kan opnas. | b) er der lagt
en reekke ydre poloidale spoler langs plasmaringen, de
patrykkes en strgm modsat rettet plasmastrgmmen. Su-
perpositionen af de ydre spolers felt, B PtydTe, og plas-
mastrgmmens felt. B p, bliver et sterkt felt pa plasmaets
yderside. Herved opnas, at det samlede tryk af B p— og
Bp.ydre—felterne er indadrettet, og ligevaegt kan opnas.

Hvad et kuglelyn ikke er

| litteraturen er der mange beretninger om observationer
af sdkaldte kuglelyn. Kuglelyn synes at kunne opsta uden
paviselig grund, men ofte i forbindelse med tordenvejr. De
udger en form for lysende legemer, der ofte bevager sig,
og som somme tider oplgses i mindre eksplosioner. Om
kuglelyn er et virkeligt eksisterende feenomen, er stadig
under diskussion. En af de fremsatte fysiske forklaringer
pa kuglelyn er, at de dannes i forbindelse med torden-
vejr og er en slags afsngrede Iyn. 1 et kuglelyn skulle der
sd lgbe elektriske stramme rundt i det lysende legeme,
som skulle veere i plasmatilstanden. Disse stramme skulle
generere magnetfelter omkring legemet, som skulle holde
det indesluttet. Ud fra grundligningerne (A.l), (A.2) og
(A.10) for magnetisk indesluttede plasmaer er det muligt
generelt at vise, at et plasma ikke kan holdes indeslut-
tet af magnetfelter, der genereres af stramme, der alle
kun lgber inde i plasmaet. Dette sakaldte virialteorem
er ret kompliceret at vise. Som sidste eksempel pa brug
af magnetiske spandinger vil vi vise, at en simpel sym-
metrisk plasmaring som den, der er vist pa fig. 8, ikke
kan holdes indesluttet i magnetfelter, som alene er gene-
reret af stramme i selve ringen. Stremme i ringen kan
lgbe rundt i den toroidale retning og i den poloidale ret-
ning. Toroidale stramme genererer et poloidalt magnetfelt
uden for plasmaet, men som ogsa kan lgbe i plasmaet.
Poloidale stramme genererer et toroidalt magnetfelt, som
kun lgber inde i plasmaet. Vi ser igen pa den halvdel af
plasmaringen, som pa fig. 8b) befinder sig i den positive

y-halvplan. Partikeltrykket, p. mod endefladerne pavirker
den med en kraft i y-retningen. Denne kraft kan kun kom-
penseres aftreekkraften af et toroidalt magnetfelt, Bt, hvor
Bf/2pa > p. Pa plasmaets krumme overflade virker der
nu et udadrettet tryk, som er summen af partikeltrykket og
det toroidale magnetfelttryk. Dette kan kun balanceres af
et indadrettet tryk af det poloidale magnetfelt B p, hvor si
Bf/2pa > B?/2p0+ p. Dadette £2,-felt pa grund af
dets starre styrke pa plasmaringens inderside har en resul-
terende kraft i y-retningen som mindst er lig B t—feltets
treekkreeft i den negative y-retning, ses det, at der ikke er
mulighed for ved hjalp af de mulige magnetfelter at holde
plasmaringen sammen.

Et kuglelyn er altsd ikke en aksesymmetrisk plasma-
ring, der holdes indesluttet af magnetfelter, der alene er
genereret af stramme i plasmaet.

Afsluttende bemarkninger

I denne artikel har vi diskuteret, hvordan magnetfelter kan
opfattes som spandingstilstande, der transmitterer kreefter
fra et sted i rummet til et andet. Denne méde at opfatte
magnetfelter pa er isar nyttig inden for plasmafysikken,
da man her kan udnytte, at man blot skal addere plasmaets
partikeltryk til de magnetiske spaendinger for at fiet sam-
let billede af de kreefter, der pavirker et plasma. Andre
felter, som f.eks. elektriske felter eller tyngdefelter kan
behandles pa tilsvarende made, og man vil finde, at de
0gsa kan opfattes som speandingstilstande, der transmit-
terer kraefter gennem rummet. Da det imidlertid mest er
opfattelsen af de mere komplicerede magnetiske krafter,
og iser deres vekselvirkning med plasmaer, der lettes ved
at indfgre magnetiske spaendinger, har vi her begranset os
til at betragte magnetfelter.

Referencer:

1) V.O. Jensen, Magnetic Stresses in Ideal MHD Plas-
mas.. Physica Scripta 51, 490 (1995)

Vagn O. Jensen erdr.phil. i
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Korrespondensprincippets diskrete charme

Ove Nathan

Overgangen fra det klassiske billede af atomet til kvan-
tebeskrivelsen er tilsyneladende et uudtgmmeligt emne i
fysikken. Pudsigt nok, for kvantemekanikken giver os
jo - i al fald i princippet - en fuldstendig beskrivelse af
atomets fysik, og hvad skal man s& med den forzeldede og
fejlagtige, halv-klassiske atommodel med elektroner, der
beveeger sig i elliptiske Keplerbaner omkring kernen, og
som er underkastet nogle postulerede kvantebetingelser?

Men nye mader at anskue gamle sager kan fare til
overraskende udviklinger. Den halv-klassiske model in-
deholder blandt andet en pesdagogisk inspiration, som
ikke mindst har sit udspring i korrespondensprincippet.
Princippet udsiger, at den klassiske beskrivelse og kvan-
tebeskrivelsen neermer sig hinanden i grensen af hgje
veerdier af hovedkvantetallet n. For store verdier af n
skulle Keplerbaneme altsd have en slags fysisk reali-
tet. Teenk, hvis man kunne eftervise det eksperimentelt,
altsd - for at tale i kvantesproget - skabe lokaliserede
elektron-bglgepakker og folge balgepakkens beveaegelse i
en cirkuleer eller en elliptisk bane rundt i atomet, i al fald
nogle omgange. Kvantemekanikkens feedre var meget op-
taget af sddanne belgepakker og af bglgepakkernes op-
bygning via koharente kvantetilstande. P& den tid var
det udelukket at lave eksperimentet. Verktgjet man-
glede. Men nu er verktgijet til radighed: pulsede lasere,
der kan producere ultrakorte pulser, af varighed, der
males i picosekunder og femtosekunder. Med sadanne
laserpulser er det blevet muligt at skabe lokaliserede
bolgepakker i "Rydberg-atomer", dvs atomer med en eller
flere elektroner anslaet til tilstande med store veerdier
af n, i omradet n = 25 til 100, eller hgjere, og med
store baneimpulsmomenter. Rydberg-atomet kan have
forholdsvis lang levetid overfor spontant henfald, af
starrelsesordenen mikro- eller millisekunder. Rydberg-
atomets rumlige udstraekning er betydelig, nemlig propor-
tional med kvadratet pa n, sdledes at man opnar atom-
radier af starrelsesordenen 10000 Bohr radier - atomet far
nasten makroskopisk dimension.

Jeg stgdte pa den sag engang sidste sommer ved at laese
en kommentar i det engelske tidsskrift Nature. Redaktgren
af Nature, John Maddox (selv fysiker), har et vagent blik
for, hvad han kalder "fun and games" i fysikken, og man
bliver sjeldent skuffet, hvis man via hans tilbagevendende
klumme géar pa jagt i originallitteraturen. Maddox var
blevet inspireret af en publikation fra august 1994 i The
Physical Review Letters, skrevet af en fysikergruppe fra
Institute of Optics ved Rochester Universitetet i USA. Heri
fortelles om eksperimenter i det klassisk-kvantefysiske
greenseomrade, og som forlgber i tre faser. | forste fase
- hvor der benyttes allerede kendt teknologi - skabes en
cirkuler Rydberg-tilstand, fx i et alkali-atom. 1 eksperi-
mentets naste fase benyttes en kort laserpuls til at konver-
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tere den cirkulaere elektrontilstand til en bglgepakke, som
er lokaliseret bade radielt og i de to vinkelkoordinater.

Figur 1. Bundtning af elektroner, der bevager sig i en cirkuler
Rydberg-bane. Et ensemble af klassiske elektroner bevager
sig pa cirklen, jevnt fordelt, og udsattes for en elektrisk im-
puls, hvis lengde kun er en brgkdel af omlgbstiden, Ta, i
keplerbanen (boksen i midten). Lige efter impulsen vil der
vere en hastigheds-dispersion, men endnu ingen bundtning
(foroven, til hgjre). Efter tre omlgb er bundtningen tydelig
(forneden, til hgjre).

Figur 2. Kvantemekanisk beregning af det samme faenomen,
som i fig. 1 Ogsa her udsattes et cirkulert Rydberg-atom
(med hovedkventetal, n, af starrelsesorden 50) foren kort elek-
trisk impuls, som ikke @ndrer den cirkulere bglgepakkes rum-
lige udseende lige efter impulsen. Men efter forlgbet af tre
Kepler-perioder har elektronens sandsynlighedsfordeling nu
form af en bglgepakke, der er afgraenset til et snavert vinkel-
rum, og hvis bevagelse falger en Kepler-bane.
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Cancellation must be done to KongresBureau Fyn, 1week before the meeting.



Tilmeldingsblanket for Studerende (ikke indskrevet til ph.d. studie)
Application form for students (Ph.D. studens must use the special Ph.D. applicationform)

O m. 2 overnatninger i dobbeltverelse” 1/5 - 2/6)
2 nights in a double bedroom (Wednesday and Thursday)
O m. lovernatning i dobbeltvaerelse (31/5 - 1/6)

1night in a double bedroom (Wednesday)

O m. 1lovernatning i dobbeltveaerelse (1/6 - 2/6)

1night in a double bedroom (Thursday)

O Uden overnatning
without accommodation

Navn/Name:
Adresse/Address:

By/City:
Telefon/Telephone:
Telefax:

E-mail:

Jeg gnsker at dele dobbeltvaerelse med:
| wish to share a double bedroom with:

Tilmelding sendes senest den 15. april til:

Piease send application form before the 15th of April, to:

KongresBureau Fyn

Dansk Fysisk Selskab’s arsmade
Odense Turistforening
Radhuset

DK-5000 Odense C.

Denmark

Der er kun et begrenset antal fripladser.

Dato/Date:

Underskrift/signature:

Hvis flere melder sig, bliver det ngdvendigt at kreeve betaling svarende til ph.d. betaling.

There is only a limited number of studens bursaries.

Afbestillingsregler: Framelding skal ske til KongresBureau Fyn, senest 1uge fgr mgdet.
Cancellation must be done to KongresBureau Fyn, 1week before the meeting.



Figur 3. Bolgepakken fra fig. 2 fglges her i sin cirkulere bane over det meste af en Kepler-periode.

Figur 4. Ved hjelp af et forholdsvist svagt elektrisk felt i baneplanen, som patrykkes i en impuls, hvis varighed er adskillige Kepler-
perioder, kan man deformere en cirkuler bane. Banen bliver elliptisk, og bglgepakken forbliver i den nye elliptiske Kepler-bane.
Ellipsens storakse er vinkelret pa feltvektoren. Baglgepakken kan falges under et omlgb pa figurens fem "snapshots". Excentriciteten er
0,6. Bolgepakken bevager sig hurtigst neermest kernen og langsomst i den modsatte ende. Bolgepakkens form er tydelig forskellig i de

to situationer.

Bglgepakken beveeger sig langs en cirkelbane, og den kan
genereres sd skarpt, at den nasten bliver en "minimal-
pakke", dvs rumligt si koncentreret som ubestemthedsre-
lationerne tillader det. | eksperimentets slutfase benyttes
endnu en laserimpuls til at konvertere bglgepakkens bane
fra cirkuler form til en ellipse, med stor ekcentricitet.
De eksperimentelle enkeltheder kan studeres i originallit-
teraturen, narveerende fremstilling skal blot opfattes som
appetitvaekker.

I fig. 1 illustrerer Rochester-gruppen med en klas-
sisk analogi, hvordan en kort laserpuls kan modulere
beveegelsen af et ensemble af jeevnt fordelte elektroner,
der bevaeger sig i en cirkelbane, s& der skabes et elektron-
bundt - en bglgepakke. Hver negativ partikel modtager
en impulsendring fra laserens elektriske felt, saledes at
partikler der bevaeger sig mod feltretningen, bliver accele-
reret, partikler, der beveaeger sig med feltretningen, bliver
bremset, mens partikler, der beveger sig vinkelret pa felt-
retningen, ikke pavirkes. Lige efter efter laserpulsen har
alle partikler praktisk taget uendrede positioner, men der
er altsd sket en hastighedsmodulation. Efter nogen tid
vil spredningen i impulsrummet omdannes til en spred-
ning i koordinatrummet - de hurtige partikler vil have
indhentet de langsomme, og der sker en bundtning. Op-
bygningen af bglgepakken kan naturligvis ogsa falges
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kvantemekanisk, se fig.2. Den cirkulere bevaegelse af
balgepakken over en Kepler-periode er vist pa fig.3. Figur
2 og 3 er teoretiske beregninger, men teknikken er s ud-
viklet, at bglgepakkens udvikling i tid kan verificeres eks-
perimentelt i stor detalje. S3 meget om eksperimentets
fase 2.

Kronen pa verket - forelgbig - er fase 3, de elliptiske
Kepler-baner.  Rochester-gruppen beskriver, hvorledes
man med endnu et passende formet, pulset elektrisk felt
kan konvertere bglgepakkens bane fra cirkuler til ellip-
tisk. Fig.4 viser en bane med ekcentricitet pa ca. 0,6, og
hvor bglgepakkens bevagelse igen fglges over en Kepler-
periode. Figuren illustrerer smukt, at bglgepakkens ud-
seende varierer med hastigheden i banebevaegelsen. Nar
bglgepakken er tettest ved atomets kerne, beveeger den
sig hurtigt (jfr.  planetbevagelsen i solsystemet), og
balgepakken tvaeres ud. Nar bglgepakken er fjernest fra
kernen, er hastigheden lavere, og bglgepakken koncentre-
res atter. Bglgepakken kan falges - teoretisk og eksperi-
mentelt - i nogle Kepler-perioder, indtil den oplgses via
kvantemekaniske interferenseffekter.

Rochester-gruppen har arbejdet i mere end et arti med
lokalisering af elektron bglgepakker i Rydberg-atomer, i
forskellige varianter. Saledes illustrerer fig.5 et arbejde
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fra 1988, hvor en bglgepakke lokaliseres i vinkelkoordi-
naterne, men ikke radielt. Bglgepakken er igen praktisk
taget en minimum-pakke, opbygget af n = 50 tilstande.
Bglgepakken kan falges eksperimentelt under flere omlgb
af en Kepler-bane, indtil dens koharens gdelegges ved
stralingshenfald eller ved atomare sammensted. Fig.6
skitserer den eksperimentelle opstilling.

Figur 5. Ved en koharent superposition af Rydberg-tilstande
kan man opbygge en bglgepakke, der er lokaliseret i vinkelko-
ordinateme, men ikke radielt. Figuren er beregnet, et slags
computereksperiment, hvor bglgepakken er mikset sammen
af tilstande i natriumatomet med hgjt hovedkvantetal, n=50,
og med store impulsmomenter. Rigtig eksperimentelt, kan en
sadan tilstand skabes ved en kombination af en optisk exci-
tation og og et passende radiofrekvens-felt. Nar rf-feltet er
fjernet, vil bglgepakken kunne fortsette i nogen tid ien klas-
sisk banebevagelse. Eksperimentelt kan man efterfglgende
studere bglgepakkens beveagelse ved at ionisere atomet med et
kortvarigt elektrisk felt, og derefter iagttage ioniseringssignalet
loniseringsstyrken afhanger bl.a. af bglgepakkens position i
banen.

Maling af sandsynligheden for ionisering er et centralt ele-
ment i registreringen af Rydberg-atomemes egenskaber.
1 mange tilfelde kan man udnytte den omstaendighed,
at ioniseringssandsynligheden vokser, nér elektronen
narmer sig atomets kerne, og dermed far voksende
sandsynlighed for at udveksle impuls med kernen. Umid-
delbart kunne man mdske have gettet anderledes. Nar
elektronen er langt fra den positivt ladede kerne, er den
elktrostatiske tiltreekning jo relativt svag. Og s& skulle
det veere forholdsvis nemt for et ydre felt at rive elek-
tronen ud. Men ioniseringen er et dynamisk fenomen,
hvor impulsoverfarsel er veesentlig. Og kernen har stgrre
sandsynlighed for at opfange impulsen, nar elektronen er
teet ved den.

Man kan udnytte denne dynamiske ioniseringseffekt
til at male omlgbstiden, nar banen er sterkt elliptisk,
jfr. fig. 4. Der kommer et maksimum af ionisering,
nar den udtveerede baglgepakke suser forbi kernen i den
ene ende af storaksen, og et minimum i den modsatte
ende. Fenomenet ses ogsa smukt i forsag med cirkuleere
balgepakker, derer lokaliseret radielt, men ikke i vinkelko-
ordinateme. Den slags bglgepakker kan bringes i en os-
cillerende bevagelse, sa balgepakken sa at sige ander ind
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og ud (Rochester-gruppen, 1989). loniseringssignalet bgr
sd vise en tilsvarende, periodisk struktur (fig.7).

emt

Figur 6. Grundelementerne i en forsggsopstilling, der kan
ansld og registrere en lokaliseret bglgepakke som den, der er
vist pd pa fig.5. Signaturen emt star for electron multipier
tube - som bruges til at male ioniseringsstyrken.

Figur 7. Oscillationer af en radielt lokaliseret bglgepakke,
punkterne er eksperimentelle ioniseringsudbytter, og kurven
er en teoretisk forudsigelse, svarende til en klassisk banepe-
riode pa 107 picosekunder. Bredden af oscillationssignalet
afhanger af antallet af tilstande, der er involveret i opbygnin-
gen af bglgepakken. Kurven er beregnet for 5 tilstande med
87 < n< 91.

Der er ogsa er levende interesse for Rydberg-atomer

flere steder i det danske forskningsmiljg. En atomfysisk
gruppe ved Fysisk Institut i Arhus har séledes benyttet en
metode med krydsede elektriske og magnetiske felter til at
danne sdvel cirkulaere som orienterede, elliptiske Rydberg

atomer. Metoden egner sig for produktion af et egentligt
target af orienterede, elliptiske Rydberg atomer, s man

fremover vil kunne udfgre bade spektroskopiske studier

af den slags systemer og studere deres opfarsel i atomare
sammenstad.

Studiet af Rydberg-tilstande i atomer og molekyler har
mange forgreninger, bl.a. til astrofysikken. Og springet

Korrespondensprincippets diskrete charme



til at anvende pulsede lasere i specielle kemiske reaktioner
er maske ikke s stort. Men farst og fremmest tjener
Rochester-gruppens arbejde med de ultra-korte laserpulser
til at belyse sammenhangen mellem klassisk fysik og
kvantemekanik. Eksperimenterne viser, at det klassiske
system, som et atom narmer sig i korrespondensprincip-
pets grense, har at ggre med en forholdsvis kompleks,
dynamisk genstand, der fglger en klassisk bane. Billedet
af en simpel klassisk elektron, en ladet punktpartikel med
masse, der bevager sig i en bane i et Rydberg atom, det
billede holder ikke. Og selvom systemets udvikling over
korte tider viser et ret enkelt, klassisk forlgh, sa er ud-
viklingen over lengere tider mere kompleks, og rgber den
underliggende kvantenatur af den slags koharente, ato-
mare tilstande. Som Rochester-gruppen udtrykker det,
er det et af deres mal at kunne studere sammenhangen
mellem et klassisk, kaotisk system og bevegelsen af kvan-
tefysikkens bglgepakker. Det er min fornemmelse, at de
har preesteret en indsats i den retning, der vil blive stdende.

Referencer:

1) Rochester-gruppen:
Z.D.Gaeta et al., Excitation of the Classical-Limit
State of an Atom, Physical Review Letters 73, 636
(1994)

John A.Yeazell et al., classical Periodic Motion of
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Fra Bernoullis forunderlige polynomier og tal
via Euler-Maclaurins sumformel til Rombergs
Integralapproximation

Anden del.

Mogens Esrom Larsen
Kgbenhavns universitets matematiske institut

| farste del stiftede vi bekendtskab med Bemoullipolynomierne, de farste seks ser fredelige ud.

B(x,0) = 1

B(x,1) = x_—2

B(x,2) — a2—x+ |

B(x,3) = x(x—=1)(x—1)

B(x,4) = x4- 2x3+x2- %
B(x,5) = T ~F — — T
B(x,6) — ¥ —DOb° | 34 by

og den almindelige formel er
B(x, m) = (T ) BmkX
fco
hvori indgér Bernoullitallene, der defineres rekursivt ved
Bo —1
Z'Z0ij) B, =0fori>1

De farste Bernoullital s meget uskyldige ud:

Bo= 1, Bi = B2= g, B4=-|g, B6= Bs=-gg, Bw=1J:, Bl2 =-"gg, Bid=f

men de vokser meget hurtigt, faktisk ligner de (2(2n)!)/((27r)2n). F. eks. er nogle af dem

D _ 174611  w  _ 261082718496449122051
u°20 330 ' t'40 13530 !
p> _ 1215233140483755572040304994079820246041491
060 56786730

Bemoullipolynomierne havde den vigtige egenskab, at
B'(x, m) = mB(x,m —1)

sd de kunne indgéa bekvemt i en reekke partielle integrationer. Dette gav os Euler-MacLaurin s sumformel,

C fm = ~(/(x.)+/[(x2>»+7z;:] - XNt - n)

som her skal vise sig at indga pa afgerende made i moderne integrationsteknik........

(13)

(10

(11)

(12

(6)

20 Bemoulli til Romberg



Romberg integration

Hvis vi nu skal beregne et integral over et interval, [a, 6], s deler vi det i N lige store delintervaller, der altsa hver far

lengden h — Delepunkterne betegnerviao = a,ai = a+ h, mam a* = a+ ih, = a+Nh = b Vivil foretreekke
at veelge N stornok til, ath < Nar vi sd anvender Euler-Maclaurins formel pé hvert delinterval, og leegger dem alle

sammen sammen, s& gar alle de afledede i delepunkterne ud mod hinanden. Derved fas Euler-Maclaurins sumformel:

faf()dt = h(8(/(«)+teE fM) +\m) +
+ E'=i (/w - 1H«) - f(2j~I\b)) - (25)
-E E |~ 7 2047 (20)(7)
hvor £,, ela,,_i, a,[. Dah =~ og/ (2i) er kontinuert, kan vi skrive
N N i(zn)e \
JI/E:lE aE )= (6-«)V:E\ = &- «)/@)(0 (26)

idet gennemsnitsveerdien ma antages i et punkt, £ €]a, b[. Indsattes (26) i (25), fas

fof(tydt = h (|(f(a) + E1Y /(«,)) + 8/(&)) +

+E "= (/@2j_1)(@) ~ I w-1)(*)) - 7

~(b-a)*h2nfr(0

Leksgger pa heliumbasis

Hvilke krav stilles der?
* Hurtig
* Nem og entydig betjening

* Oliefri indsugning

*

Robust

*

Anvendelse: Enkelt service

*

* Kvalitetskontrol Prisbillig
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Roskildevej 342A

* Analyseudstyr 2630 Tastrup
TIF.: 43996444

* Hgj -og ultrahgjvakuum Fax: 43996544
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Formlens forste led,

Ki=hA(/(a) + M + (28>

kaldes kordetrapezformlen, fordi det er den integralapproximation, man far ud af at approximere arealet under funktionens
graf med trapezer med hgjde h og siderne lig med funktonsveerdieme i endepunkterne. Resten af formlen kan s siges at
veere udtryk for fejlen ved denne kordetrapezformel.

Approximation med kordetrapezer

Det bemearkelsesveerdige ved denne integrationsformel er, at koefficienterne til h2j kun afhaenger af intervallets endepunkter,
ikke af h eller N.
Det betyder, at vi har en integrationsformel af formen

[ fodt=ki+ _ - (&a)\-A;r)\_hM{mu)

Hvis vi nu fordobler antallet af delintervaller og dermed halverer skridtlengden, h, sa far vi en formel af udseendet:

B2n
6 -
(6-a) 2nv- 6)

Beregning af K 2 kraever blot beregning af funktionsverdierne i alle intervallernes midtpunkter, de andre har vi i forvejen.
Af disse to formler kan vi eliminere leddene, der indeholder koefficienten . Vi tager 4 af den anden og treekker den forste
fra. Efter deling med 3 fas:

Jafm + \tjhg>r = = +
+(& - a)fe * r(/(@n)(&i) - 221-n)/ 2n)(6)) = (29)
= K\ + Xg=2ty* + (6- a)gjiS1/ (2B)(0

idet vi definerer:

K\ - 4K23: K i
2U-j)— %0
Cj 3

og regner med, at der findes en verdi, £, s&
/ (2n)(0 = (/(2n)(6) - 22(1-n)/ (2n)(6))

Dermed er fejlen pa A'2, der var af stgrrelsesorden @ndret til en fejl pa K\, der er af starrelsesorden h4. Nar blot
h < erdetisig selv en forbedring.
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Astronomi

Fysik

Geofysik

SORGDAGE 95

Sorg Akademi, 23. - 31. Juli 1995

Fra SOR@DAGE 1994. Kursisterne og Niels Hessel Ander-
sen, forsggscenter RIS@, leger med flydende kvelstof under
forsggene med superledning.

Takket vaere statte fra bl.a. Novo Nordisk og univer-
siteterne i Kgbenhavn, Aarhus og Odense har Dansk Fy-
sisk Selskab siden 1988 arrangeret en serie sommerkoler.
Formalet er at give gymnasielever med interesse for na-
turen og dens fenomener muligheder for at beskaftige
sig med sider af emnekredsen astronomi-fysik-geofysik,
som sjeldent, eller under mindre kreative former, traeffes
i skolen. Dette ars kursus afholdes i dagene 23.-31. juli
pa Sorg Akademi, som ligger i naturomradet ved Sorg sg.
Stedet har gode muligheder for fritidsaktiviteter som sport,
musik og sejlads. Programmet er endnu i stabeskeen,
men sommerens to hovedemner bliver nok ASTRONOMI
OG SOLSYSTEMET (ved Allan Hornstrup) og JORDEN
OG DE ANDRE PLANETER (ved Trine Dahl-Jensen og
Klaus Mosegaard), der suppleres med indslag om aktuelle
emner indenfor omraderne astronomi, fysik og geofysik.

Tilmeldingsfristen er 8. maj og prisen 950 kr. Del-
tagerantallet er 24, og tilbuddet gelder alle elever, som
til sommer afslutter 2.g. Udvelgelsen sker med hen-
syntagen til en jevn geografisk fordeling, lige mange
piger og drenge, mv. Et mindre antal fripladser er til
rddighed. Foldere med indbydelse og tilmeldingsblan-
ketter udsendes omkring paske til alle landets gymnasier
via fysiklarerforeningens kontaktpersoner. De kan ogsa
bestilles ved at skrive til Nils O. Andersen, Niels Bohr
Institutet, @rsted Laboratoriet, Universitetsparken 5, 2100
Kbh. 0, eller ved henvendelse pa telefon 35 32 04 69 eller
353204 01.

Matematisk Fysik

The International Association of Mathematical Physics
(IAMP) invites mathematicians and physicists (including
students) interested in research in mathematical physics to
become members. The Association sponsors a Congress
every three years (in 1994 the meeting was held at UN-
ESCO in Paris) and publishes a news bulletin sent to mem-
bers three times each year. The bulletin includes advertise-
ments of positions in mathematical physics as well as an-
nouncements of preprints available in paper or electronic
form, as well as other news of the activities of the Associ-
ation. One special advantage of membership is steep dis-
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counts on personal subscriptions to several journals and on
certain books, including Communications in Mathemati-
cal Physics and Letters in Mathematical Physics. Dues are
quite modest (now $20/year, payable in different currien-
cies). New PhD’s sponsored by two members will be in-
scribed for their first year of membership without fee. Ap-
plications for membership can be obtained from the Sec-
retary: Professor Aubrey Truman, Department of Mathe-
matics, University of Swansea, Singleton Park, Swansea
SA?2 8PP, GB; E-mail a.truman@ swansea.ac.uk
Arthur Jaffe, President
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Den ny integralapproximation, (30), svarer til, at vi over et interval, ]a,,_i, a,[, med midtpunkt c,,, bruger approximationen

S (/(<A-i) + M(cv) + f(av))

Funktion Trediegradsapproximation

Denne approximation er genkendelig som Keplers tenderegel efter Johannes Kepler (1571-1630), som i 1615 i sin bergmte
bog. Stereometria doliorum vinorum, brugte den til maling af indholdet af et halvfyldt vinfad, eller som Simpsonsforme!
efter Thomas Simpson (1710-1761), der neevner den i en lerebog. Tanken er simpelthen den, at for givne tre punkter, e.g.,
—1,0,1, har vi de givne funktionsvardier, y_j, y0, yu samt i midtpunktet veaerdien af funktionens afledede, y0. Nu tenker
vi 0s, at vi har lagt et polynomium af tredie grad gennem punkterne, sa det har afledet i o lig med funktionens:

p(x) = ax3+ (3x2+ 7X+ 6
p'(x) = Sax2+ 2/3x+ 7

Nar vi integrerer polynomiet fra —1 til 1, far vi jo

fl X4 X3 X2
/ p(x)dx = al + 3j+ ',-+ 6x \g + 26 (31)

Vi behgver altsa kun at finde /3 0g 8. Dap(0) = y0, har vi dbenbart 8 = yQ Satter vi x = x1, far vi ligningerne

a+RB+7+% = yi
-a + /3-7 + S = jl_i
Legger vi sammen og indfgrer 8 = y0, far vi 2/3 = t/i + t/_i - 2y0. Indsettes disse vardier i (31), far vi integralappro-
ximationen for et interval af lengde 2:
Vi -i- 2w Vi + V-1 + 4r/0
I+y3| 2/+2y0_ 2 (32)

Korrigeres til skridtlengden h, fas (30).
Vi kan ggre det samme igen, halvere skridtleengden og beregne K 3. Ud fra K, og fvs kan vi sé& forbedre approksimationen

til Keplers tgnderegel, k \ = | (4K3- K 2). hvis fejl er af starrelsesorden Ogsa her gelder det, at koefficienterne
til hhv. /ia og er den samme. S& vi kan eliminere disse led og fa en fejl af sterrelsesorden h6 i stedet for, ved at
approksimere med

2 _ 16A] —Aa4

1~ 15
Har vi ved sukcessiv halvering af skridtleengden dannet approximationeme
Ai, K2, mmm K n, kan vi danne et mgnster af approximationer efter opskriften:

22K M\-K y

2% - 1 * = n -1, ,j~ 1, -mn —j (33)
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Vi kan overskueligt skrive dem i et trekantet mgnster, hvor meningen er, at man farst beregner approximationerne i sgjlen

til venstre, derefter ved hjelp af (33) udregner de gvrige, altid ved hjelp af vardien til venstre og den ovenover:

Al

K3 -» K\ -»> K\

KT 1<t K: Ki'
Nar vi har elimineret alle leddene i summen, nar vi til approximationen AT" \ hvis fejl bliver

li22n| ft2”

@7) ' 3mi5-w(22A-i) - 1) (P-a)\FA(ON

34)

(35)

For sma vardier af n kan vi jo regne koefficienten ud, og for store vardier kan vi for det forste vurdere nevneren iden

anden brgk ned til

EDWARDS

Rotationsvakuumpumpe type RV er en ny oliepumpe,
som bé&de er en et- og to-trins pumpe, da der er mulig-
hed for med en drejeknap at gge luftgennemstrgm-
ningen. Denne mulighed er der ingen andre vakuum-
pumper pa markedet der har. Pumpen leveres i 4 star-

relser 3,7 -5,8 -9,7 -14,2 m3h.

Edwards RV pumper er velegnet som kemipumpe til
f.eks. geltarring, centrifugering og frysetgrring. Er ogsa
velegnet til rene systemer, hvor der kraeves lavt slut-
tryk. | laboratoriet vil man ogsa paskegnne det meget

lave stgjniveau pa kun 48 dBA.

Active gauges er et nyt koncept til vakuummaling. Male-
hovedet indeholder hele elektronikken til maleudstyret
og kreever derfor kun en standard DC strgmforsyning.
Udgangssignalet er 0 - 10V DC. Udleesningen kan forega
p& et almindeligt maleinstrument, PLC eller pd en com-
puter. Derved er der bedre mulighed for dokumentation
ved f.eks. produktionskontrol. Fordelen ved denne kon-
struktion er bl.a., at man ikke behgver at have male-
hoved og maleudstyr i naerheden af hinanden. Kabler
kan leveres i laengder pa op til 100 meter.

Pris pr. malehoved fra kr. 2.540,- ex. moms

S

Marielundvej 36 - 2730 Herlev © 42 91 75 11 Fax 44 92 31 00
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3 *15 emm(22(n~T} - 1) > 2 W23 eee22n_3 = 2((38)2

for det andet benytte den ovenfor navnte approximation.

B2n ~ 2 ~ 2

37
(2ny. ~ (2w®)2™~ 40™ S
Indsaettes (36) og (37) i (35), fas fejlvurderingen:
2h2n . h2n A /i2n 38
40™2in—1)2 (6-a) 1/ | 10«4n2n(n- 2) (c-a)l/m (ol 10n2n2 (38)

Hvis vi nu for eksempel vil beregne m med 10 decimaler, altsdé med en fejl, der hgjst er 10 12, kan vi jo approximere
integralet

l—n dx=a-[4v g o1 (39)
—_— X = - VvV =
J{) 1+ X2 JB 31/+tg'2v
Valger vi nu skridtlengden h = ser vi, at for n = 4 bliver fejlen (35) af stgrrelse
Igal ag:):s's (I'O)l/W(O | = 30-40320-65536-2835 « |/ (8)(O | =
- 8 R
- 2247!’,/7((1)%9((7);6000 - m-14 1/(8)(0 f

Med brug af (38) er det derimod hovedregning. Fejlen vurderes ved
.8

10401 @O\ = 'do,og 1o i0-13 ml/@n)OI

idet vi blot har benyttet, at 210 = 1024 ~ 103.
Udfares beregningerne i skemaet ovenfor, fas

3.131176470588

\
3.138988494491 -  3.141592502459
\ \
3.140941612041 -  3.141592651225 .  3.141592661143
\ \ \
3.141429893175 3.141592653553 3.141592653708 -> 3.141592653590

Til sammenligning er tabelverdien w= 3.14159265358979.

Denne metode til at forbedre integralapproximationen
er fra 1955 og kaldes Romberg integration efter Werner
Romberg (1909-).

Teknikken til elimination af fejl af lav orden er, som det
ogsé fremgar afeksemplet, langt mere gkonomisk end den
banale, at forbedre verdien ved sukcessive halveringer.
Romberg integration har ikke alene stor praktisk betyd-

ning ved integralberegninger, men ideen er videreudviklet Mzgek?s EsfmtharSte'Eker .
. . redaktgr armatematikken 1
a.fJosef Stger (1934-) og Ro!and Bulllrsch (1932-) i .1971 KVANT. Han er ansat som
til den hidtil bedste metode til numerisk lgsning af differ- lektor ved Kgbenhavns
entialligninger. Universitet.
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