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@rsted-satellitten - forskning i Jordens magnetiske felt

Eigil Friis-ChriStENSEN ..ot

Den farste danske satellit bliver sat i omlgb i slutningen af 1995.

Navnet er @rsted og opgaven: at kortleegge Jordens magnetfelt.
FOTON - et optisk spil

Lene B. Oddershede, Rune H. Jacobsen,

Kim Lefmann og Nina B. T h 0 fl..cciiiiiiiec e

Forfatterne har udviklet et kvanteoptisk spil der sender dig rundt pa
et breet som en pakkefuld fotoner. Undervejs kan det veere at du
bliver frekvensfordoblet, men det kan ogsa vaere at du bliver
beam-splittet. Hvis du ikke bliver spredt ud af stralegangen, eller
bliver anihilations-opereret, kan det vaere at du kommer i mal.

En pris for en gade?
OVE Nathan e s
Ove Nathan, har i en periode veret udlant til administrationen ved
Kgbenhavns Universitet. Nu er har tilbage i dansk fysik. Han
fortzeller her historien om en mulig gade der udfordrer bade
partikel og sol-fysikere. Sol-neutrino problemet.

Fra Bernoullis forunderlige polynomier og tal

via Euler-Maclaurins sumformel til Rombergs integralapproximation

- Forste del.
MOQENS ESIOM L @ FSE N ot
Bag den forunderlige titel gemmer sig en historie der via
Bernoullitalllene fgrer frem til simple mader lgse noget sa sveert
som at udregne n med mange decimaler.
Farste del bringes her. Hav papir og blyant parat!

Forsiden:

Sydlys.

Den sékaldte @-aurora fremkommer over polerne under rolige

solvindsforhold. Billedet er optaget i ultraviolet lys omkring 130 nm. Vi
bringer det derfor i falske farver.Lyset der udsendes fra auroraen stammer
iser fra atomar ilt og molekyler nitrogen. Optaget af Lou Frank et al. med
satellitten Dynamics Explorer.

Bagsiden:
FOTONSspillets praksis. Adskillige fotontilstande er pa vej over brettet.
Foto: Lene Oddershede.
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@rsted-satellitten

- forskning 1 Jordens magnetiske felt

Eigil Friis-Christensen

Oprindelsen af Jordens magnetfelt blev af Einstein be-
tragtet som et af de tre vigtigste og ulgste problemer i
fysikken. Selv om man i dag har en fornemmelse af de
betingelser, som skal vare til stede, for at Jorden kan have
et sterkt magnetfelt, er vi dog stadig langt fra at kunne
formulere en egentlig fysisk model, som beskriver mag-
netfeltet og dets variationer. En af arsagerne hertil er, at
vor viden om magnetfeltet er begraenset til malinger fra et
begraenset antal observatorier pa Jordens overflade samt
en enkelt satellitopmdling foretaget for 15 ar siden. Da
magnetfeltet til stadighed &ndrer sig har vi lenge gnsketen
fornyet ngjagtig opmaling af Jordens magnetfelt. Vi byg-
ger nu Danmarks farste egentlige satellit, der skal sendes
op i slutningen af 1995. Satellitens formal er at foretage
en ngjagtig opmaling af Jordens magnetfelt i hgjder pé
mellem 400 og 800 km overjordoverfladen.

Magnetiske felter og elektriske stramme

Fysikken i det 20. arhundrede har veret preget af en
dualisme i den forstand, at nogle fenomener bedst kunne
beskrives ved hjelp af felter, medens andre f&enomener
matte beskrives form af partikler. En tilsvarende dua-
lisme hersker néar det gelder det magnetiske felt og de
elektriske stremme. Det magnetiske felt har den fordel, at
det er relativt nemt at male med stor ngjagtighed. Men
det magnetiske felt forteller ikke i sig selv ret meget om
Verden omkring os. Det er fgrst gennem fortolkningen af
de malte magnetiske felter i form af deres kilder, nemlig
de elektriske stramme, at vi er i stand til at sige noget om
de processer, der skaber felterne.

Dette gaelder ogsé Jordens magnetfelt. Vi er vokset op
med dette magnetfelt som en naturgiven ting - en funda-
mental egenskab ved Jorden som klode. Vi har i arhund-
reder benyttet vort kendskab til Jordens magnetfelt til at
finde vej pa verdenshavene. Og vi har kunnet anvende
dets egenskaber uden i virkeligheden at forstd, hvad der
skabte magnetfeltet. Erfaringen har vist os, at Jordens
magnetfelt &ndrede sig, hvilket betgd, at man hele tiden
var ngdsaget til at lave nye sgkort med nye vardier for
misvisningen, som forskellen mellem kompasnélens ret-
ning og den geografiske nordretning, blev kaldt. Men hvor
meget man end forsggte, kunne man ikke beregne sig til de
nye verdier, og man var derfor ngdsaget til systematisk at
observere magnetfeltet for at kunne fglge dets &ndringer.
Man opdagede ogsd, at man ikke kunne ngjes med at
observere magnetfeltet nogle fa steder. Zndringerne i
Jordens magnetfelt var ikke de samme malt forskellige
steder pa Jorden.

Séledes opstod i forrige arhundrede behovet for
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egentlige magnetiske observatorier. Dels for at bidrage
med absolut ngdvendige verdier til de nationale sgkort,
og dels fordi man havde det hab, at systematiske

observationer skulle kunne give en forklaring pé

den tilsyneladende tilfeldige made. som magnetfeltet
@ndrede sig pd. Ved hjelp af sddanne observationer

lykkedes det Gauss i 1838 at pavise, at det magnetfelt, der
males pa Jordens overflade, ikke alene har sin oprindelse

i Jordens indre, men at en del af feltet matte stamme fra
stramme i Jordens omgivelser. Gauss udviklede til dette
formal et matematisk vearktgj, den sfarisk harmoniske

analyse, som anvendes utroligt meget den dag i dag inden
for mange tekniske og videnskabelige omrader. Arsagen
til dette veerktgjs succes med hensyn til analysen af Jor-
dens magnetiske felt er, at dette er et potentialfelt, fordi
malingerne foretaget pa Jordens overflade er registreret

uden for de elektriske stremkilder. Potentialfeltets egen-
skaber giver mulighed for. alene pé& grundlag af malinger

pa Jordens overflade, at uddrage veesentlig information

om kilderne til de malte magnetfelter. Man kan udtale
sig om starrelsen af det ydre felt i forhold til det indre, og
man kan ogsa, under visse antagelser, beregne, hvorledes
de magnetiske felter ville veere i forskellige dybder under
Jordens overflade - og i forskellige hgjder over denne.

Gauss indsd klart de vidtrekkende konsekvenser af
sin opdagelse, som var i modsatning til den herskende op-
fattelse om et tomt rum. og lancerede i denne forbindelse
tanken om, at Solen foruden det synlige lys ogsa udsender
elektriske stramme. Senere i arhundredet iagttog den en-
gelske fysiker Carrington i 1859, at store variationer i det
magnetiske felt malt p& Jorden, de sdkaldte magnetiske
storme, fulgte forekomsten af sterk aktivitet pd Solens
overflade. Han konkluderede derfor, at de magnetiske
storme pa Jordens havde deres arsag i energiudladninger
pa Solen, uden at han dog kunne pege pé noget der kunne
forklare den fysiske sammenhang mellem fanomenerne
pa Solen og variationerne i Jordens magnetfelt.

Kvaliteten af de udsagn, som man kan komme med pa
grundlag af de matematiske modeller, vil i sagens natur
vare ngje knyttet til kvaliteten af de observationer, der er
anvendt. Med kvaliteten af observationerne menes savel
ngjagtigheden af malingerne som mangden og den rum-
lige fordeling af mélingerne. Derfor vil en matematisk
model, der alene baserer sig pd de ca. 200 magnetiske
observatorier pa Jorden, udvise store mangler.

Til at afhjeelpe dette problem kunne man forgge an-
tallet af observationer p& Jordens overflade, men det er
vanskeligt af organisatoriske, logistiske og gkonomiske
grunde. En nerliggende mulighed i vores satellitalder
er at benytte en satellit i en polar bane til at dakke
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malinger overalt pad Jorden. Problemet er i dette tilfalde,

om man kan udfgre malingerne med den ngdvendige
precision. Der er indtil dato kun foretaget én mission
med det formal at opmale Jordens magnetfelt med den

ngdvendige precision. Den amerikanske MAGSAT satel-
lit, som var i funktion i 8 maneder i 1979-1980 gav hidtil
uovertrufne malinger af Jordens magnetfelt. Dette er nu
15 &r siden, og den internationale videnskabelige associa-
tion for geomagnetisme og aeronomi har kraftig anbefalet
at der foretages en fornyet opmaling. Dels fordi Jordens
magnetfelt i mellemtiden har &ndret sig saledes at vor
viden om det precise felt er forringet, men ogsa fordi en
fornyet opmaling sammenholdt med den eksisterende, vil
fortelle betydningsfuldt nyt om den rumlige fordeling af
@ndringerne, og maske derved kaste nyt lys over mekanis-
merne bag dem.

Jordens indre felt.

Jordens indre, hvor magnetfeltet har sin oprindelse, kan
groft opdeles i tre fundamentalt forskellige omrader, som
er fundet bl.a. ved seismiske undersggelser. Inderst er
der pa grund af det hgje tryk en fast kerne, hovedsagelig
bestdende af jern. Uden pé denne faste kerne ligger den
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sdkaldte flydende kerne. Den smeltede jemmasse, som
er hovedbestanddelen i denne del af kernen, er i stadig
bevaegelse som folge af varmestramninger og som falge
af Jordens rotation. Da materialet er elektrisk ledende,
vil bevegelserne i forhold til Jordens magnetiske felt
medfare, at der opstar elektriske stramme i materialet.
De elektriske stremme vil skabe nye magnetiske felter,
som forsterker det eksisterende magnetfelt. Sa leenge der
i Jordens kerne er bevagelser, vil denne sdkaldte geody-
namo derfor fortsette med at generere magnetiske felter.

Netop fordi Jordens magnetfelt er ngje knyttet til
beveegelser i Jordens flydende kerne, er magnetfeltet ikke
konstant. Det @&ndrer sig hele tiden og det er iser den
made, andringerne foregdr pd, der kan vaere med til at
kaste nyt lys over de processer, der foregér langt inde i
Jordens indre. Men det er til gengaeld ogsa mélingerne af
de relativt sma og langsomme a&ndringer, der kraever de
mest avancerede og stabile instrumenter, der kan opdrives.

§orsted-satellitten
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Magnetfelter fra kilder i Jordens skorpe.

Uden pé& Jordens flydende kerne ligger det omrade,
man kalder kappen, og alleryderst findes Jordens skorpe.
Selvom den stgrste del af det magnetfelt, som males pa
Jordens overflade eller i satellithgjde, stammer fra kilder i
Jordens indre, er der en betydningsfuld del, som hidragrer
fra skorpen. Her er det ikke elektriske stramme, der er
arsag til magnetfeltet. Men her findes et magnetisk felt,
som er "frosset" i bjergarterne, da disse starknede, og der-
for vil et pracist kendskab til fordelingen af de "frosne"
magnetfelter kunne bidrage vaesentligt til forstaelsen af
jordskorpens struktur og dens udvikling. For at kunne
bestemme denne del af feltet er det imidlertid ngdvendigt
badde at vide, hvor stor en del af det malte felt, der
stammer fra Jordens indre, og hvor stor en del, der
skyldes stremmene uden for Jorden. Med den forvent-
ede preecision af mélingerne vil @rsted-satellitten give et
verdifuldt bidrag til denne forskning.

Polvendinger

Det er kun inden for de sidste ca. 500 &r, at vi med
vore instrumenter direkte har malt Jordens magnetfelt. |
denne periode har man observeret den sékaldte sekular-
variation, dvs. langsomme variationer i Jordens magnet-
felt, som er knyttet til bevaegelserne i Jorden indre. Over
lengere perioder har man imidlertid gennem malinger
af de "frosne" magnetfelter i Jordens skorpe kunnet kon-
statere, at beveagelserne i Jordens indre til tider har varet
sa drastiske, at de har vendt op og ned pa de magnetiske
poler, sdledes at de i lgbet af en relativt kort periode (ca.
10.000 ar) har flyttet sig fra den ene halvkugle til den
anden.

Arsagerne til disse polvendinger, som er forekom-
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met med gennemsnitligt med nogle hundrede tusind &rs
mellemrum, gennem i hvert fald de sidste 140 mili.
ar, er ikke Kklarlagt, men det forventes, at @rsted-
satellittens opmaling sammenholdt med MAGSAT-
satellittens malinger i 1980 vil kunne kaste nyt lys ogsa
over denne side af det ulgste fysiske problem vedrgrende
arsagen til polvendingeme.

At polvendinger ikke er noget enestdende for Jorden
ses af at ogsd Solens magnetfelt vender totalt rundt med
en periode, som ganske vist kun er pd 22 ar, men hvis
oprindelse har sa sterke lighedspunkter med forholdende
pa Jorden, at en felles teori maske er mulig.

Solvinden og Jordens niagnetosfaere

Det magnetiske felt, som stammer fra Jordens indre vari-
erer kun langsomt i forhold til det felt, som stammer fra
Jordens omgivelser. Dette ydre felt har sin arsag i et kom-
pliceret system af elektriske stramme, som skyldes den
stadige vekselvirkning mellem solvinden og Jordens mag-
netfelt. Solvinden er en strem af elektrisk ladede partikler,
fortrinsvis elektroner, protoner og alfa-partikler, som kon-
tinuerligt "fordamper" fra Solens overflade.

Det afgrensede omrade omkring Jorden, der kon-
trolleres af Jordens magnetfelt, kaldes magnetosfeeren.
Gransefladen vil til stadighed indstille sig pa en ligevaegt
mellem solvindens varierende tryk og det "magnetiske"
modtryk, som Jordens felt yder. Herved opnar magne-
tosferen en form, som kan minde om en komet. Mag-
netosfaeren er kendetegnet ved, at greensefladen i retning
mod Solen har en afstand af ca 10jordradier, medens den
i retning bort fra Solen strekker sig ud til en afstand af
mindst 200 jordradier. Den del af magnetosferen, som
solvinden "blaeser" bort fra Solen, kaldes magnetosfaerens
hale.

En vigtig egenskab ved solvinden er, at den besidder
er magnetisk felt, som har en gennemsnitlig feltstyrke pa
ca. 5nanoTesla, titusinde gange mindre end feltet ved Jor-
dens overflade. Det viser sig imidlertid, at det er retningen
af dette magnetfelt, som mere end noget andet bestem-
mer energioverfgrslen til Jordens magnetosfere. Talrige
observationer viser, at nar solvindens magnetfelt vender
mod syd, dvs. er modsat rettet Jordens felt ved &kva-
tor (det subsolare punkt) sker der den stgrste overfarsel
af energi til magnetosferen. Dette viser sig sével i an-
tallet af nordlys som i hyppigheden af de magnetiske
storme. Arsagen hertil er, at der ved denne konfigura-
tion af de magnetiske felter kan der i greensefladen dannes
sdkaldt neutrale punkter, dvs. punkter, hvor magnetfel-
tet er forsvindende. | sddanne punkter kan man forestille
sig, at feltlinieme i solvinden og i jordfeltet "forbindes",
og at solvindens plasma derigennem far direkte adgang
til magnetosferen. Teorien for denne proces forudsiger
ovenikgbet, at solvindspartikleme direkte kan blive accel-
ereret igennem denne passage. | de perioder, hvor solvin-
dens magnetfelt er rettet mod nord, dvs. parallelt med
Jordens felt. vil solvindens plasma blive effektivt afbgjet
og stramme langs med magnetosferen. | dette tilfelde



forekommer der dog muligvis tilsvarende processer langt
nede ad magnetosfaerens hale. men fordelingen af de elek-
triske stramme i magnetosfaeren vil da have et helt andet
udseende.

Granselaget mellem magnetosferen og atmosfaeren
kaldes ionosferen. Elektrisk ladede partikler har den
egenskab, at de har meget lettere ved at bevaege sig langs
med det magnetiske felt end pé tvaers af det. Derfor kan de
elektrisk ladede partikler meget hurtigt nd fra de yderste
lag af magnetosfaren til den polare ionosfere. Nar par-
tiklerne nar ionosfaren, er partikelteetheden sa hgj, at der
optraeder kollisioner, hvorved en betydelig del af luftens
atomer og molekyler ioniseres. Dette medfarer, at luften
her kan lede elektriske streamme. | ionosferen optraeder
derfor en lang rekke processer, hvoraf nogle er direkte
synlige. Det er nordlysene, som forarsages af elektroner,
der med stor fart anslar luftens ilt- og kvaelstofmolekyler.
Andre processer kan kun opfattes gennem mélinger med
forskelligt udstyr. Man kan sdledes opfatte ionosfaren
som en fjernsynsskerm, som kan vise effekter skabt af
forhold langt ude i magnetosfaren.

Elektriske stramme i Jordens omgivelser

1. Stremme pa magnetosfzaerens overflade
Magnetosfaeren far sin karakteristiske form gennem et sys-
tem af stamme pa greensefladen mellem solvinden og mag-
netosferens. Disse stramme induceres her i et tyndt lag,
og deres virkning er, at de afgraenser Jordens magnetfelt
i rummet. Eksistensen af disse stremme blev oprindeligt
forudsagt som transiente fanomener for at forklare ek-
sistensen af nogle karakteristiske magnetiske forstyrrelser
pa Jordens overflade ved starten af en magnetisk storm.
Senere fandt man ud af, at solvinden altid var til stede,
og at overfladestremmene derfor ogsd matte vare det,
omend deres styrke ville afhenge af solvindens hastighed.
Da man endnu senere opdagede, at solvinden ogsa altid
medfarer et magnetisk felt, matte man yderligere revidere
opfattelsen af overfladestrammene, som nu ogsad matte
afspejle variationerne i solvindens magnetiske felt.

2. Ringstronimen

En anden strgm, som er permanent til stede i Jordens
magnetosfeere er ringstrammen.  Strammen forlgber,
som navnet antyder, i et ring- eller belteformet omrade
omkring Jorden ien afstand af nogle jordradier fra Jordens
overflade. Ringstremmen har sin &rsag i en systematisk
drift rundt om Jorden af de elektrisk ladede partikler, som
er indfanget pa de lukkede magnetiske feltlinier i Jordens
indre magnetosfaere. Observationer har vist, at den overve-
jende del af partiklerne i det omrade, hvor ringstremmen
lgber, bestar af positivt ladede partikler, som foruden pro-
toner fra solvinden ogsa omfatter en betydende mangde
af positive iltioner, som har deres oprindelse i ionosfaren.

Elektrontztheden for de relevante ennergiomrader er
i dette omrade er nasten en stgrrelsesorden mindre en
protontetheden. hvilket medferer, at det er de positivt
ladede partikler, der er de dominerende strembarerne i
ringstrammen. Da de positivt ladede partikler bevager

sig mod vest i Jordens magnetiske felt, vil nettostrammen
derfor ogsa bevage sig mod vest og pa Jordens overflade
give anledning til at magnetfeltet pavirkes i sydgdende
retning, dvs. modsat Jordens hovedfelt.

Dansk Satellit i Rummet.
Gennem nogle ar har en gruppe personer fra univer-
siteter, forskningsinstitutioner og industriforetagen-
der i Danmark arbejdet med planer om at bygge og
opsende den farste rent danske satellit. Opsendelse
af en sddan satellit er blevet mulig efter at savel
den europaiske rumfartsorganisation ESA som den
amerikanske NASA har besluttet at tilbyde relativt
billige opsendelser af mikro-satellitter som "sec-
ondary payloads" i forbindelse med opsendelse af
starre satellitter. Da den hgjst tilladte vaegt af disse
mikro-satellitter er ca. 60 kg, har det ikke tidligere
veret anset for muligt at anvende s&danne satellitter
til egentlige videnskabelige formal.
I 1992 gav Undervisningsministeriets rumudvalg
stotte til at gennemfgre en undersggelse af de
tekniske muligheder og de videnskabelige aspek-
ter i et sddant projekt. Som et led heri blev
sdvel projektets videnskabelige indhold som de
tekniske lgsningsforslag vurderet af to interna-
tionale paneler, hvis rapporter var sardeles pos-
itive i deres bedemmelse af det videnskabelige
formal og af de danske forskeres mulighed for at
gennemfgre projektet. P& denne baggrund frem-
sendtes en ansggning til Grundforskningsfonden,
hvor forslaget blev underkastet en grundig evaluer-
ing af fire fremtreedende udenlandske forskere, som
hver isaer har givet udtryk for forslagets enestdende
videnskabelige perspektiver.
Ijuni 1993 fik Forsknings- og Teknologiministeriet
sammen med Industriministeriet og Trafikministeri-
etat finansudvalgets samtykke til at anvende midler
til et sddant projekt. En medvirkende é&rsag til
den positive holdning til ansggningen var. at NASA
havde vist sa stor interesse for projektets vidensk-
abelige formdl, at man havde tilbudt at finansiere
hele opsendelsen med en af NAS As raketter mod til
gengald at fa del i satellittens maleresultater.
Satellitten, der har faet navnet @rsted, opsendes
med en amerikansk Delta-1l raket omkring
arsskiftet 1995/1996 og skal i lgbet af de falgende
ar foretage en ngjagtig og detaljeret opméling af
Jordens magnetfeltet og af fordelingen af elektrisk
ladede partikler i Jordens omgivelser.

3. Globale ionosfaerestrgamme

Atmosfaren er i stadig bevaegelse som falge af termiske
beveagelser og tidevandseffekter. Dette galder ogsa den
gverste del af atmosfaeren ide lag, der er elektrisk ledende.
P& grund af disse atmosfaerebevagelser opstar et system
af stremme, som har en fast beliggenhed i forhold til ret-
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ningen mod Solen, idet Solen bade er arsag til de termiske
beveegelser og til en stor del af tidevandseffekten. Dette
globale stremsystem kaldes for Sq systemet, S for Solar
og q for quiet. Det sidste for at indikere, at uanset Solens
varierende partikeludsendelse og varierende vekselvirkn-
ing med Jordens magnettfelt er Sq systemet altid til stede.
Malinger har vist, at langs Jordens magnetiske akvator
er stremstyrken af systemet serlig stor, og denne intense
del af systemet kaldes derfor den @&kvatoriale elektrojet.
Arsagen til at stramstyrken her forgges kraftigt er, at der
her sker en sterk forggelse af ionosferens ledningsevne.
Dette skyldes, at magnetfeltet her er horisontalt og at de
ioniserede partikler derfor ikke her, som ved polerne, har
mulighed for at beveaege sig langs magnetfeltlinierne bort
fra det ledende stremlag. Ophobningen af elektrisk lad-
ede partikler er derfor serlig stor og giver anledning til
at stremmene derfor er sa sterke, at deres virkning ogsa
klart kan ses pd de magnetiske instrumenter pa Jordens
overflade.

4. Strgmme, som skyldes solvindens overfgrsel af en-
ergi og impuls til Jordens magnetosfeere.

Disse stremme bestar bade af en magnetosfaerisk del. som

bl. a. omfatter streamme langs med Jordens magnetfelt,
og en del, som bestér af horisontale stramme i den polare
ionosfare. Disse stramme er meget stgrre end strammene,
som skyldes atmosfaerebevagelserne.

Figur3.0 rsted satelitten fudfoldetstand. Satelitten erbekle gt
med fotoceller pé fem sider,

Malinger af Jordens magnetfelt, sdvel med satellit som
fra Jordens overflade, vil blive anvendt til at opstille fy-
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siske modeller for skabelsen og fordelingen af de elek-
triske stramme. Sadanne fysiske modeller er ngdvendige
for at lgse nogle af de fundamentale, men stadig ulgste
spergsmal vedrgrende overfarslen af energi fra solvinden
til Jordens magnetosfere. Vi gnsker bl.a. at studere,
hvorledes denne energi fordeles og midlertidigt oplag-
res i magnetosferen indtil energien pludseligt udlgses i
form af sdkaldte magnetiske substorme, som i gennem-
snit optraeder fire til fem gange i dggnet.

Ved solvindens mgde med Jordens magnetfelt afbgjes
de positive ioner mod magnetosfaerens morgenside (mod
vest) medens elektronerne gar mod aftensiden (mod gst).
Herved opstar en spandingsforskel tveaers over magne-
tosfaeren, som til stadighed sgges udlignet gennem elek-
triske stremme. En del af denne strem gar tveers gen-
nem magnetosfarens hale. men en anden del gér via de
elektrisk godt ledende feltlinier ned til polare ionosfere.
Herved opstar en elektrisk potentialforskel tveers over
den polare ionosfere fra morgensiden til aftensiden pa
omkring 100 kV. Dette elektriske felt driver et system af
elektriske stramme i ionosfaeren i den sakaldte nordlyso-
val, som kaldes de polare elektrojetstramme. Disse
streamme har en betragtelig stgrrelse, ofte over 50.000 A,
stgrst nar solvindens magnetfelt er rettet mod syd. De
elektriske stremme langs de magnetiske feltlinier bestar
fortrinsvis af elektroner, som pé grund af deres lille masse
er meget mere mobile end protonerne. Der. hvorelektroner
stremmer ned mod ionosfaren (opad rettede stramme), vil
de ved sammenstgdet med den gvre atmosfaeres atomer og
molekyler give anledning til nordlys.

Energirige partikler

Medens de elektriske stramme langs med Jorden mag-
netiske feltlinier i overvejende grad formodes at vere
baret af forholdsvis energifattige partikler, indeholder
magnetosferen ogsa en del energirige partikler. @rsted-
satellitten er derfor forsynet med detektorer til at méle
bade energien og fluxen af de energirige partikler. Specielt
gnsker vi at undersgge den detaljerede sammenhang
mellem partikelstralingen og de elektriske stramme, som
males ved hjelp af magnetometeret. Et andet formal med
partikeleksperimentet er at sammenligne den energirige
partikelstraling i rummet med malinger af partikelstraling

pa Jordens overflade. Malingerne fra Jorden foretages ved

hjeelp af en ny teknik, som kaldes et "imaging" eller billed-
dannende riometer. Et riometer maler hvor meget af den
kosmiske radiostgj, der er absorberet under signalets vej
gennem Jordens ionosfere. Den stedfundne absorption
vil bl. a. veere afhangig af ionosfaerens gjeblikkelige ind-
hold af elektroner. Ved anvendelse af samtidige malinger
i forskellige retninger, kan man ikke alene méle den gen-
nemsnitlige absorption pa stedet, men ogsa den rumlige
fordeling og en eventuel bevagelse hen over synsfeltet
af omrader med forhgjet absorption. Herved kan man
fa fremstillet et billede af ionosferens egenskaber i et
omrade pa ca. 200 gange 200 km omkring instrumentet.

Der er derfor planlagt specielt omfattende malinger pé



LASERE ¢ ELEKTROOPTIK * FIBER

instrumenter

AGENTUR

ANDO

ATCOR

BIT

BURLEIGH

CYONICS

EG & G BERTHOLD

EG & G FIBER OPTICS
EG & G GAMMA SCIENTIFIC
EG & G OPTO/-JUDSON
EG & G ORTEC

EG & G PAR ECHEM. DIV.
EG & G SCIENTIFIC. DIV.
EXCITON

EXFO

GENTEC

GOULD FIBER OPTICS
GRASEBY OPTRONICS (UDT)
ILEE

ILX LIGHTWAVE
JOBIN YVON

SPEX

KLINGER SCIENTIFIC
LASER PHOTONICS
LASER VISION

LSI

MALVERN
MICROCOATINGS
MICRO-CONTROLE
MOLECTRON
NE-TECHNOLOGY
NEWPORT

OFR

PTI

QUANTA RAY
QUANTEX

QUESTEK

SANTEC

SEASTAR OPTICS
SPECTRA DIODE LABS
SPECTRA-PHYSICS
STORM FIBER OPTICS
UDT SENSORS INC.
UNIPHASE

ANDET:

Meark af ™

HortisRm#He***

Navn:

Firmanavn:

Adresse:

OPTIK « TESTUDSTYR « LASER TEKNIK

LEVERINGSPROGRAM:

Fiberoptisk méleudstyr, Datakommunikations testudstyr.

Laser partikelmaling i luft og pa overflader.

Fiberoptisk splidseudstyr.

Elektrooptisk analyseudstyr, FCL-Lasere, Scanning Tunnel Mikroskoper.
Luftkglede Argon lon lasere.

Radioaktivitetsmaleudstyr for miljg og overvagning.

Fiberoptisk testudstyr for Strain og Dispersion.
Radiometrisk/fotometrisk maleudstyr.

LED/Laserdioder - detektorer - halvleder komponenter.

Nukleart forskningsudstyr og detektorer, NIM/CAMAC-elektronik, MCA/MCS systemer,
lektrokemisk maleudstyr for korrosion.

Lock-In forsterkere, Optiske Multikanal Analysatorer, magnetometre.
Laser Dyes.

Fiberoptisk testudstyr for LAN-FDDI-FTTH-FTTC-CATV.

Laser powermetre, pyroelektriske detektorer.

Fiberoptiske koblere, optiske isolatorer.

Optisk maleudstyr, Positionsudstyr - PSD, radio/fotometrisk maling.
Halvleder laserdioder for VIS/IR med drivere.

Instrumenter, TEC og drivere for laserdioder.

Monochromatorer, ramansystemer, optiske gitre.

Fluorometre, monochromatorer og Ramansystemer.

Positionering for DC og steppermotorer, optomekanik.

LASERE: Ruby, Alexandrite, Co, Co2XEHE, Nd:YAG/GLASS/YLF,Ho:YAG, ER:YAG.
Laserbeskyttelsesbriller og gardiner.

LN, lasere og dye lasere.

Laserbaseret partikelanalyseudstyr for luft/vaeske/pulver/spray/aerosoler.
Optiske interferensfiltre.

Optomekanik, optik, optiske banke, granitborde og positionering.

Laser powermetre.

Radioaktivitetsmaleudstyr for overvagning og radiologi.

Elektro-optik, vibrationsdempende borde, optomekanik og optik.
Pracisionsoptik, optiske isolatorer, beam expanders og mikroskopobjektiver.
Lampesystemer, ratio fluorescence - phosphorescence systemer.

Nd:YAG lasere og dye-systemer.

IR - detektering.

Excimer lasere.

Tunbare halvleder lasere og image process systemer.

Pig-tailed laserdioder og drivere.

Halvleder lasere, hgj effekt, CW og PULS, 780-870-910-980 nm.

lon lasere og Ti:SA lasere og systemer for CW og PULS.

Fiberoptiske samleled, konnektorer, attenuatorer og PatchCabler.

PSD - Ge og Si detektorer.

HeNe lasere 0,5 - 50 mW. Halvleder lasere med gode beam kvaliteter.

“og udfyld:

Post nr. By:
Telefon:

Telefax:

mTag kopi af hele siden og fax den til: 31 19 87 47 j



satellitten, nar den passerer de magnetiske feltlinier, der
skeerer Jordens ionosfere i et sddant omrader. 1 gjeblik-
ket eksisterer ca. 5 sddanne faciliteter pa den nordlige
halvkugle samt et par stykker pd Antarktis. Men da "imag-
ing" riometeret baserer sig pa en helt nyudviklet teknik,
forventes antallet af sddanne forskningsfaciliteter forgget
kraftigt inden @rsted-satellittens opsendelse.

En danskbygget sattelit
@rstedprojektet er blevet til i et omfattende samar-
bejde mellem industrivirksomheder, forskningsin-
stitutioner og universiteter. De involverede indus-
triforetagender omfatter bl. a. Computer Resources
International (CRI), Per Udsen Company og Terma
Electronics.

CRI stéar for koordinationen af indsatsen af de in-
volverede industrivirksomheder gennem varetagelse
af funktionen som "project manager". En del af
CRIs opgaver omfatter at integrere satellitten og
dens last af videnskabelige instrumenter. Herudover
skal CRI udvikle det programmel som skal bruges i
selve satellitten samt opbygge og drive et satellitop-
erationscenter som skal kommunikere til satellitten
via de satellitstationer, som etableres i Danmark til
modtagelse af signaler og data fra @rstedsatellitten.
Per Udsen Company vil std for den mekaniske op-
bygning af satellitten samt den meget specielle mast,
som skal bzre de magnetiske maleinstrumenter.
Masten er en videreudvikling af et japansk patent
og det vil veere farste gang en sddan mast anvendes
til preecisionsmalinger af det magnetiske felt og dets
retning.

Terma Electronics har som hovedopgave at sgrge
for satellittens stremforsyning samt at udvikle og
fabrikere hovedcomputeren om bord pa satellitten.

Ud over disse tre hovedparter i samarbejdet, bidrager
flere mindre industrivirksomheder og teknologiske
institutter til projektet.

Danmarks forskningsmaessige rolle

Danmark er pd mange mader i en enestdende position til
at foretage forskning vedrgrende de fysiske processer, som
er forbundet med vekselvirkningen mellem Jordens mag-
netfelt og de partikler og felter, som stammer fra Solen.
| Grgnland har Danmarks Meteorologiske Institut (DMI)
gennem mange ar opbygget et net af geofysiske obser-
vatorier. Med opsendelse af @rsted-satellitten til at fore-
tage direkte malinger i rummet, vil man fa mulighed for
undersggelser af koblingen mellem solvinden og Jordens
magnetfelt, som det ikke hidtil har vaeret muligt at fore-
tage.

| @Orstedprojektet vil DMI, foruden varetagelse af
den nationale og internationale koordinering af den
forskningsmassige indsats, primart tage sig af forsknin-
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gen vedrgrende det ydre felt, dvs. bl. a  vek-
selvirkningen mellem solvinden og Jordens magnetfelt.
En tredie af instituttets hovedopgaver bliver at etablere
og drive det videnskabelige datacenter, som skal fore-
tage den grundleeggende bearbejdning af alle satellittens
maéleresultater, sdledes at de kan anvendes af de danske
og de udenlandske forskergrupper. Endelig har DMI til
opgave at udvikle og fremstille et instrument til maling af
de energirige partikler.

Dansk Rumforskningsinstitut og Danmarks Tekniske
Universitet har i mange ar arbejdet med at fremstille og
anvende meget fglsomme magnetometre. Sensorerne i
vektormagnetometeret er fremstillet af det nye materiale,
metalglas, som besidder ganske s&rlige egenskaber, som
ger, at det er muligt at male meget sma magnetfelter,
helt ned til 10 picoTesla (0.01 nanaTesla). En maling
med stor ngjagtighed af de tre vektorkomposanter i satel-
littens koordinatsystem har imidlertid ingen verdi, med
mindre man ogsd med meget stor preecision kan referere
den malte retning til en ngjagtigt fastlagt retning i Jor-
dens (eller stjernernes) koordinatsystem. Til dette formal
er udviklet et stjernekamera, som til stadighed kan give
oplysning om vektormagnetometerets orientering i rum-
met med en ngjagtighed, der er langt bedre end de 20
buesekunder, som hidtil har varet anset for den opnéelige
graense med s& sma systemer.

Geofysisk Afdeling ved Niels Bohr Instituttet pa
Kgbenhavns Universitet vil tage sig af analysen af Jor-
den indre felt.

Internationalt samarbejde

Satellitten er dansk, og indeholder foruden de omtalte
dansk udviklede instrumenter ogsd en stor mangde dansk
udviklet hgjteknologi, som f. eks. en letveegtsmast pd
8 meter, som har den stivhed som sikrer, at de fgalsomme
magnetfeltssensorer maler feltet i et ganske veldefineret
koordinatsystem. Alborg Universitetscenter har ansvaret
for at udvikle et kompliceret servosystem, som ved hjalp
af stremme gennem tre pa hinanden vinkelrette spoler
samt eksistensen af Jordens magnetfelt kan dreje hele
satellitten i den til enhver tid mest fordelagtige position,
sdvel med henblik pa optimal udnyttelse af solpaneleme
som med henblik pa retningen af stjernekameraets linse,
som selvfglgelig ikke m& pege mod Solen. Positions-
bestemmelsen pa denne satellit er ogsa simpel, men meget
mere ngjagtig end man har kunnet male med tilsvarende
geomagnetiske satellitter. Man benytter simpelthen en
kommerciel GPS modtager og har dermed pa stedet den
korrekte position, som kan sendes ned til Jorden sammen
med de tilhgrende data. Ved Magsat satellitten, kunne man
farst efterfalgende indfgje positionsbestemmelsen, som i
dette tilfeelde var beregnet pa baggrund af observationer
pa Jorden af satellittens egne radiosignaler.

Sével de nye teknologiske principper, der er anvendt
i Drstedsatellitten som de videnskabelige aspekter, som
den hgje malengjagtighed medfgrer, har skabt en bety-
delig international interesse for projektet. Denne interesse



har @rstedprojektet gnsket at udnytte i form af et sterkt
internationalt samarbejde. @rstedprojektet udsendte der-
for i november 1993 et "Announcement of Opportunity",
hvor man udbad sig korte forslag fra internationale forsker-
grupper vedrgrende videnskabelig anvendelse af @rsted-
satellittens data. Den internationale reaktion herpa var
overveeldende. lalt 77 forslag repraesenterende mere end
200 forskere fra 55 institutioner i 17 lande blev modtaget.
Projektet har pd baggrund af de modtagne korte forslag
nu rettet henvendelse til forslagsstillerne og anmodet om
mere detaljerede forslag, som skal danne grundlag for
udveelgelsen af en raekke forskerhold til at arbejde med
specifikke problemer inden for udforskningen af Jordens
magnetfelt og dets virkninger.

Blandt de mange forslagsstillere vil en udvalgt gruppe
blive anmodet om at deltage i en "@rsted Science Advisory
Committee", som skal veere radgivende for den danske vi-

denskabelige projektledelse for at sikre, at de indsamlede
malinger kan fa s stor en videnskabelig anvendelse som
overhovedet muligt.

Eigil Friis-Christensen er
peofysikerog ansatved DM I
Han interesserer sig iser for
energioverforsten fra Solen til
Jordens om givelser
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WENZEL VAKUUM TEKNIK har i 23 &r solgt ALCA-

TEL's vakuumprodukter i Danmark; men trods sardeles
stor salgsfremgang i 1994, har ALCATEL pludselig valgt

en ny partner. WVT vil dog stadig tilbyde alle vore AL-

CATEL kunder fuld mekanisk og elektronisk service pa
alle vakuumprodukter. Vort store og ofte lagerforte pro-
gram i standard vakuumfittings til konkurrencedygtige pri-
ser er helt uafhengig af @ndringen, og gennem ny leve-
randgrer kan vi stadig til byde vakuumpumper og tilbehar
i hgj kvalitet til konkurrencedygtige priser. WENZEL
ELECTRONICS dansk udviklede pracisions male- og sty-
reinstrument. 1x 10 5mb - 1999,9 mb, som leveres med cer-
tifikat for sporbarhed, er blevet en stor succes, og vi fort-
seetter med udviklingen af ny produkter, ligesom vi frem-
stiller flere og flere specialanlag til f.eks. sputtering eller

elektronkanonfordampning, afgasning og vakuumimpraeg-

nering, massespektrometeranalyse etc.
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FOTON- et optisk spil

Lene B. Oddershede, Rune H. Jacobsen, Kim Lefmann og Nina B. Thoft

Historien

P& Sandbjerg afholdtes ijanuar 1994 "Vinterskole i Fysik
for ph.d. studerende”, hvor lektor Klaus Mglmer (IFA,
AU) holdt en foredragsreekke om kvanteoptik. Han lagde
der op til, at vi skulle udnytte nogle af kvanteoptikkens
fascinerende effekter, styret af tilfeeldigheder, i et "kvante-
kasino" med "projektionspoker”, "beamsplitter-bridge"
etc. Resultatet af vores arbejde der og siden er blevet til
denne "FOTON-feber". FOTON-spillet er sjovt at spille,
ogsa for folk uden specielt kendskab til kvanteoptik.

FOTON er et breetspil, hvor brattet forestiller en op-
stilling i et optisk laboratorium. Hver FOTON-spiller
starter med ét lyskvant (en foton), der skal Igbe fra laseren,
hvor den blev skabt, til detektoren. Undervejs mades
forskellige optiske apparater, hvilket kan vare bade godt
og skidt: Den ene foton kan blive til flere - eller helt
forsvinde. Til hjelp pa den hérde vej er spilleme udstyret
med et antal operatorkort, som kan anvendes efter eget
valg. Vinderen er den farste, der far i alt seks fotoner
frem til detektoren.

Vi har forsggt at konstruere spillet, sd det passer
bedst muligt til virkeligheden. Man kan blandt andet
opleve, hvordan en fotonpuls bliver forsterket ved sti-
muleret emission i en simpel laser. Frekvensfordobling
(farveandring) illustreres i spillet ved, at fotonerne visse
steder beveeger sig med den dobbelte hastighed. Nogle
steder har vi varet ngdt til at gd pd kompromis med
naturlovene, f.eks. kan fotonerne sidde fast i beamsplit-
teren, sd lyshastigheden bliver nul! Beamsplittere pla-
ceret rundt omkring pa vejen deler fotonpulseme i to,
der fortsaetter hver sin vej, og kan ogsa samle dem igen.
En god portion held kan undertiden vaere meget nyttig,
hvis man ikke skal se sine fotoner forsvinde ud i en
straledase, der er den visse dgd for dem. Under spillet
kan man ogsa stgde pd mere eksotiske ting som foton-
ekko og self-induced transparency (selvinduceret gennem-
sigtighed). Foton-ekko opstar i et stof, der kan absorbere
en fotonpuls og udsende den igen, nér stoffet pavirkes
af en anden fotonpuls. Tiden, der gér fra den farste fo-
tonpuls absorberes, til den anden fotonpuls passerer, er
praecist lige sd lang som tidsrummet mellem, at den an-
den puls passerer, og fotonekkoet udsendes . Vi har op-
givet at holde ngjagtigt regnskab med denne forsinkelse,
men spillets "ekkoer" bygger pa kvanteoptikkens. | et
stof med self-induced transparency kan fotonbundter af
ganske bestemte stagrrelser passere, mens de, der ikke har
den "magiske" stgrrelse, mister den overskydende energi
til stoffets atomer.

Man skal regne med, at spillet tager 2-3 timer for 3
deltagere, og at spilletiden gges med antallet af deltagere.
Spillereglerne samt en formindsket spilleplade kommer
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lige i forleengelse af dette. | afsnittet "Om elektromag-
netisk straling og fotoner" kan man lase en kort intro-
duktion til de mest basale begreber i kvanteoptik. | af-
snittet efter spillereglerne findes tabeller over, hvordan
beamsplitteren virker - samt en forklaring pd, hvorledes
tabellerne er udregnet.

Selvfglgelig behgver man ikke kende al fysikken, far
man tager hul pé at spille. Det er blot at tage breet, brikker
og regler - og s lige at finde nogle at spille med.

God forngjelse!

Spilleregler for FOTON
Felgende skal anvendes til spillet:

e 1spilleplade - nemmest er at fotokopiere den her
viste op i Al-starrelse (4 A3-ark) og evt. lime den
op pa pap.

e 3 spillebrikker til hver deltager. Spillebrikkeme
skal kunne indeholde ca. 10 tendstikker og have en
markeret bevagelsesretning. Hver deltager har sin
egen farve spillebrikker og skriver farvens navn pa
et af de seks rektangulere felter i nederste venstre
hjgrne af spillepladen. En brik svarer til en ket,
som er beskrevet i teoriafsnittet, og brikken kan evt.
formes sa den ligner en ket.

¢ Mindst 2 terninger.
e 1aske tendstikker.

» 44 operatorkort - symbolerne tegnes pa kort, der
hgjst er den dobbelte starrelse af spillefelterne (se
senere: Operator-kort).

e Ca. 10stk. 2*-meerkater, der laves af papir og mark-
eres med 2v.

e Ca. 3stk. 4*-markater, se ovenfor.

« 1kort med pétegnet spejl og bevagelsesretning (til
interferometeret).

» 8 sma kort med (bld) elektroner til at vise excita-
tion af gain-mediet.

Start: Hver spiller starter med tre operatorkort og én
1-foton-tilstand, d.v.s. en tendstik (foton) i en spillebrik
pa startfeltet. Spillebrikkeme starter ved laseren, der er
placeret i spillepladens venstre side.

Afslutning:  Den spiller, der farst far i alt seks fotoner i
mal (i detektoren), har vundet.

Symboler:
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n antal fotoner (fotontal)
[n) n-fotontilstand

h antalsoperator

v frekvens

aT skabelsesoperator
annihilationsoperator

Ti  Hamilton-operator

o

Generelle spilleregler:

De forskellige spilleres brikker svarer til forskellige
modes; men alle har fra starten samme frekvens, v. En
brik med et antal fotoner (evt. 0) kaldes en tilstand. An-
tallet af fotoner i en tilstand kaldes dens fotontal. Hver
spiller ma hgjst have tre tilstande - skabes der flere (se
senere), vaelger spilleren selv, hvilken af hendes/hans til-
stande, der spredes ud af strdlegangen og derved gar tabt.
Nar man ikke har flere tilstande pa spillepladen, far man
en vakuum-tilstand (tilstand med nul fotoner), der starter
forfra ved laseren. Man har ét terningkast per tur, og man
flytter alle sine brikker ifglge dette slag. Man bestemmer
pa ethvert tidspunkt selv, i hvilken rekkefglge man vil
flytte sine tilstande. Sidder en tilstand fast, flyttes med
eventuelle andre tilstande. Sidder alle ens tilstande fast
(afventer maéling i beamsplitter eller ved Ti), md man
treekke et operatorkort fra bunken. Er det derefter muligt
at fa en tilstand fri ved at méle, mé& man sld med terningen
og flytte den frie tilstand.

Man kan, ndr man har tur. anvende ét operator-kort
pa sin(e) tilstand(e), der star pa et tomt felt: Et felt, der
enten er blankt, skraveret (om skraverede felter se senere)
eller meerket med et O eller en node. Desuden kan man til
hver en tid med et tilstands-kort starte en ny tilstand (idet
hver spiller dog hgjst kan have tre tilstande pa brettet).
Virkningen af operatorkortene er beskrevet nedenfor. Idet
man forlader et tomt felt. kan man efterlade en "mine" i
form af et operatorkort med bagsiden opad. Rammer en
tilstand et felt med en mine, anvendes mine-kortet straks
pa tilstanden.

Hvis to tilstande i samme mode, med samme frekvens
og kommende fra samme retning mgdes (f.eks. afventende
maling eller i kavitet), interfererer de konstruktivt: Den
ene tilstand overtager alle fotoner, den anden udgar (f.eks.
en to-fotontilstand, der mader en tre-fotontilstand, bliver
til én fem-fotontilstand). Der sker intet med to tilstande (i
samme mode), der mgdes frontalt, eller tilstande i forskel-
lige modes, der mgdes.

Felter:

 O: Trek et operatorkort. Kortet kan gemmes.

e a+ Skabelsesoperator. En tilstand, der rammer
dette felt. far sit fotontal gget med én.

o

e a: Annihilationsoperator. En tilstand der ram-
mer dette felt. far sit fotontal formindsket med
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én. NB: Virkes med annihilationsoperatoren pa
en vakuumtilstand, forsvinder den: & |0) = 0, og
tilstanden fjernes fra spillepladen.

e Ti: Tl = hv(a*a + |). Her star en fysiker, der
vil vide, hvad ens energi er. Man kan ikke ga videre,
fgr man har lagt en kombination af operatorkort, der
giver afa og fortalt fysikeren resultatet.

e Omrade med dispersion. Frekvensfor-
doblede tilstande, der starter omgangen i dette
omrade, flytter det dobbelte af terningens gjne.
(Brydningsindekset er n(v) = 1/v, s hastighe-
den. v —c/n(v), er proportional med v.)

¢ Node: Interferometer-felt. Na&r en tilstand lan-
der pa dette felt. skal den pagealdende spiller rykke
spejlet i interferometerarmen ét felt. Hvis spejlet
derved ville lande pa et felt, hvor der star en brik,
bliver det stdende, hvor det var.

Optiske elementer etc.:

Laser: Laseren er en pulseret laser (evt. en farvestof-
laser). Alle nye tilstande starter her. En tilstand, der
rammer laseren igen, reflekteres. Straledasen: Tilstande,
der ender i strdledasen, er tabt. Spejl: Hvis der ved et
spejl ikke er angivet en sandsynlighed for refleksion, er
spejlet 100% reflekterende. Ellers slds med en terning
svarende til de angivne sandsynligheder for refleksion.
Spejlene tzlles ikke som felter; en tilstand kan altsé ikke
lande pa et spejl, men vil selvfglgelig altid meerke spejlet,
ndr den passerer det. Nar der vendes helt om ved et spejl,
teeller det som at rykke et felt. i modsatning til, naar der
bare drejes om hjgrnet (ved de skra spejle).

NB: Spejlet ved indgangen til den korteste kavitet har
forskellige sandsynligheder for transmission og refleksion
afhangig af, hvilken retning tilstanden kommer fra.
Eksempel: Spejlet ved udgangen af den lengste kavitet
har sandsynligheden 1/2 for refleksion og 1/2 for trans-
mission (fra begge sider). Om tilstanden reflekteres eller
ej bestemmes ved at kaste en terning, f.eks.: fas 1,2 eller
3 reflekteres tilstanden, sl&s 4,5 eller 6 transmitteres den.
Frekvensfordoblingskrystal (f. eks. KDP): Landes pa
et af disse felter fordobles tilstandens frekvens, safremt
den har tilstrekkelig intensitet, hvilket er defineret til et
fotontal n > 4. P& grund af energibevarelse halveres
antallet af fotoner i tilstanden (der rundes ned). For at
markere frekvensfordoblingen placeres et 2//-kort ved/i
spillebrikken.  Bliver en 20 tilstand fordoblet, bliver
frekvensen Av osv. NB: Frekvensfordoblede tilstande,
der star i det dispersive omrade, flytter det dobbelte af
terningens gjne, 4//-tilstande flytter fire gange s& hurtigt,
0osV.

Prisme: | et prisme afbgjes lys afhengigt af dets frekvens
(farve). Frekvensfordoblede tilstande, der lander pa et
prismefelt, afbgjes ud i en straledase, idet prismet teenkes
orienteret saledes, at kun en foton med energien hv
forsaetter i strdlegangens retning.



Beamsplitter (forkortet B.S.): En beamsplittereret halv-
gennemsigtigt spejl, der deler/samler strdlen (beamet).
| forbindelse hermed laves "Quantum Nondemolition"-
maling af foton-tallet i den ene gren. Spilleren skal selv
aflevere et eller to operatorkort, der giver en h = a”a
til denne maling, ellers ma spillebrikken blive staende,

indtil maling kan finde sted. Maling skal foretages umid-
delbart inden, der flyttes videre - eventuelt midt i et flyt.
Ender en tilstand p& beamsplitteren, foretages malingen

forst i begyndelsen af naste runde. Hvordan stralen de-
les, afgares ved terningkast efter den tabelierede sandsyn-
lighedsfordeling. To tilstande, der mgdes fra direkte mod-
satte retninger, merker ikke hinanden. Der fortsetter altid
tilstande i begge retninger efter maling ved beamsplit-
ter. Er der ingen fotoner i den ene retning, fortsatter
en vakuumtilstand (som man kan velge at lade spredes
ud, hvis man allerede har 3 tilstande i gang pa brettet).
En vakuumtilstand deles ved beamsplitteren i to vaku-
umtilstande. Beamsplitteren virker pa alle (passerende)
tilstande uanset, hvor langt terningkastet raeekker.

N.B. Beamsplitteren ved interferometeret har allerede de
ngdvendige operatorer til maling, sa her kan maling fore-

tages direkte uden brug af operatorkort.

Foton-ekko: Hvis en tilstand lander pa et foton-ekko med
samme frekvens som tilstanden, afleveres én foton, hvis
der ikke allerede ligger en tandstik (foton) i feltet ved
siden af ekko-felterne. Et ekko udlgses, nar en brik med
mindst én foton rammer et ekko-felt med samme frekvens,
hvor der allerede ligger en tendstik (foton). Der startes
derved en 1-fotontilstand, 11), tilhgrende den spiller, der
udlgste ekkoet. Den nye tilstand kommer i spil én runde
senere. Herved tammes ekko-feltet. Hvert foton-ekko
svarer til tre felter pa spillepladen, og der kan kun oplag-
res én foton pr. ekko. Det kan ske. at en tilstand med
mindst to fotoner farst afleverer en foton til ekkoet, og i
naeste runde igen lander pa ekko-felterne. fgr nogen anden
tilstand. 1 sa fald udlgser tilstanden ekkoet, ganske som
enhver anden tilstand med mindst én foton ville gare.

Kavitet: Bestar af to spejle og et gain-medium. Gain-
mediet, der tenkes at vere en gas af to-niveau-atomer.
er inverteret fra starten, d.v.s. alle atomer er exciterede
(markeres ved, at elektronen (lille kort) er i den gvre til-
stand i det tilhgrende excitationsfelt nedenfor). Landes der
pa et felt i kaviteten, afggres med et terningkast, om det
tilsvarende atom henfalder til grundtilstanden. Sker dette,
flyttes elektronen ned i grundtilstanden i excitationsfel-
tet, og tilstandens fotontal gges med én. Sandsynligheden
for dette afhaenger af antallet af fotoner i tilstanden (se
tabel pd braettet). Naeste gang den brik, der fik atomet
til at henfalde, flyttes, inverteres mediet i dette felt igen
(elektronen flyttes til den gvre tilstand). Landes pd et
felt i grundtilstanden afggres pa tilsvarende vis (den an-
den tabel pé breettet), om man mister en foton til atomet,
der derved exciteres. For frekvensfordoblede tilstande har
gain-mediet ingen effekt.

Eksempel: En 1-fotontilstand kommer ind i kaviteten.
Hvis spilleren slar 1 eller 2, far tilstanden en ekstrafoton
(d.v.s. den bliver en 2-fotontilstand, og en elektron hen-
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falder til grundtilstanden). Hvis 2-fotontilstanden efter
naste ryk ikke harforladt kaviteten, er det s& muligt at
vinde en ekstrafoton, hvis der slds 1, 2 eller 3.
Interferometer: Bestar af to arme, hvori lyset splittes op
ved beamsplitteren. Den ene arm indeholder en kavitet.
Den anden arm er symboliseret ved en hgjttaler pa spille-
pladen og indeholder et spejl, som flyttes frem og tilbage
for at @ndre den vejlengde, lyspulsen bevager sig i in-
terferometerarmen. Spejlet er 100% reflekterende. Hver
gang, en spiller lander pé et interferometer-felt (et felt
med en node pd), skal spejlet flyttes ét felt. Hvis spejlet
derved lander pa et felt, hvor der allerede star en brik,
bliver det stdende, hvor det var. En pil pé spejlet hjelper
til at huske, hvilken vej spejlet er i gang med at flytte.
Self-Induced Transparency: | dette medium kan kun til-
stande med et bestemt antal fotoner (0,1,4,9,16,...) slippe
igennem. Eventuelle overskydende fotoner absorberes og
fjernes fra spillebrikken.

Eksempel: En 3-fotontilstand, der lander i mediet, bliver
til en 1-fotontilstand; en 4-fotontilstand, der lander i me-
diet, sker der intet med.

Detektor: NAr en tilstand nar detektoren, lagres dens fo-
toner i den rubrik, der tilhgrer pageeldende spiller og den
tomme brik tages ud af spillet. Den spiller, der fgrst har
faet mindst 6 fotoner i detektoren, har vundet spillet.

Operator-kort:

Skal benyttes i begyndelsen af ens tur (undtagen ved
malinger i beamsplitter). Kort kan lagges som "miner"
pa tomme felter. | parentes er angivet et anbefalet antal af
kort af den pagaldende slags.

at (14stk), & (12stk), a'fit (3stk), 4a (2stk), a*a (3stk),
P 0) (1 stk). (stev) (1stk), | ( (2stk). | 0) (2stk),
11) (3 stk) og 12) (1 stk).

Kortene kan man anvende pé en (eller flere) af sine
tilstande, safremt denne (disse) star pa et tomt felt. Der
ma kun benyttes ét kort pr. tilstand i hver spillerunde.
Dog méa der benyttes to kort, nar det er ngdvendigt for
maling.

&' og & virker som beskrevet i afsnittet: "Felter".

a4 annihilerer (fjerner) to fotoner fra en tilstand: vakuum-
og 1-fotontilstande udgar eftersom &3 |1) = & |0) = O
og 4a |0} = a0 = 0.

& ff skaber to ekstra fotoner i tilstanden.

h = &'4 maler fotontallet. (Kan f.eks. benyttes i beam-
splitter.)

P\ 0) projicerer pd vakuumtilstanden - tilstanden temmes
for fotoner.

o' o, . (stgv) spreder tilstanden, som herved udgar.

| ( (spejl): Ma legges foran en af ens egne tilstande.
Spejlet forsvinder, ndr man har anvendt det én gang. Til-
standen reflekteres med sandsynlighed 2/3 og transmit-
teres med sandsynlighed 1/3.

10), 11), 12) giver nye tilstande, der starter forfra i begyn-
delsen af ens tur. Har man i forvejen tre tilstande, valger
man selv, hvilken af ens tilstande, der spredes ud.

FOTON



Ved maling kan flere kort kombineres. Her skal operator-
erne anvendes i den rigtige reekkefalge.

Eksempel: MaAling ved beamsplitter (d.v.s. h —a'a)
gnskes. | mangel afbedre legges a'alog da. Operator-
erne anvendesfra hgjre, hvorvedfotontalletfgrst senkes
med én (en vakuumtilstand gar tabt!), dernaest udferes
malingen, og stréalen splittes, og til sidstfar spilleren en
ekstrafoton i én afde to tilstande efter eget valg.

Flere skgre idéer:

Her har vi samlet de af vore idéer, som vi har valgt ikke at
tage med i denne udgave af reglerne. Laseren er velkom-
men til at prove sig frem med disse og egne skare idéer -
helt pa eget ansvar.

Interferens: Indhenter én spillers tilstand en anden
spillers tilstand, som star pa et tomt felt, opstar interfer-

ens mellem de to tilstande. Dette betyder, at den indhent-
ede spillers tilstand forsvinder vak fra spillebreettet og den
indhentende overtager den indhentedes fotoner. P& denne
méde indfgres det fra Ludo kendte jagtbegreb i FOTON.
Bemark dog. at denne regel er i modstrid med spillets
antagelse om. at forskellige spillers brikker reprasenterer
forskellige modes.

Mgde: Operatorkrig. Lander en spiller pa et felt (ikke
beamsplitter eller H), hvor en anden spiller star, ma
han/hun bruge et operator-kort pa den andens eller sin
egen tilstand. Derefter ma den anden spiller, safremt

dennes tilstand stadig eksisterer, bruge et kort. Derefter
skiftes spilleme til at bruge kort. indtil én af spilleme
veelger at lade vare. eller én af tilstandene er forsvundet.

Maling: Ved méling skal man sige energien hgjt til de an-
dre spillere. Hvis man regner den forkert ud. er malingen
forkert og skal ggres om, og de anvendte operatorkort er
gaet tabt.

Andre malinger: Man kunne lave andre malinger end
quantum non-demolition malinger, disse mé& dog koste

mindst én foton.

Matrixelementer: Huvis to tilstande, der kommer fra mod-
satte retninger, (n |og |m), mades, sa deres tilstande dan-

ner et matrixelement (bra, operator, ket: (n\0\m)), skal
matrixelementet udregnes.

Forslag 1. Hvis dette viser sig at give nul. udgér begge
tilstande. Giver malingen derimod et tal, far begge til-
stande dette antal fotoner ekstra i deres tilstande, inden de
gar videre.

Forslag 2: Begge spillere far lov at trekke s& mange
operatorkort, som matrixelementet giver, og tilstandene
udgar.

Kommutatorrelationer: Her kan man udnytte sin vi-
den inden for kvantemekanik til selv at danne de gnskede
operatorer ud fra kommutatorrelationer, der involverer
de operatorer, man har kort til. F.eks. kan udnyttes at
[a, d?] = aoT —d'ad = 1

Det er op til leserens fantasi at bestemme, hvorledes de
dannede konstanter skal benyttes.

Kavitet, alternativ regel: En tilstand, der rammer det
halv-gennemskinnelige spejl, deles som ved beamsplitter.
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En spiller vil altsd kunne tjene fotoner i gain-mediet i lang
tid og hele tiden "spytte” sma portioner videre. Reglen
kraever, at man tillader mere end 3 tilstande pr. spiller.
Chopper: Lader tilstande passere med en given sandsyn-
lighed (ens for alle).

Polarisation: Ud over at karakterisere sine tilstande ved
antallet af fotoner(n) og udbredelsesfrekvens (u eller 2v),
kan man give hver tilstand en polarisation. | opstillingen
kan nu opsattes polarisationsfiltre, der f.eks. kun tillader
den vertikale del af polarisationen at passere. Desuden kan
opsattes dobbeltbrydende krystaller, hvis brydningsin-
deks afhaenger af lysets polarisation (birefringence).

Den enkleste metode til
palidelig gasanalyse

Nordiska Balzers AB  Nordiska Balzers AB
Baunegéardsvej 7L Box 10412

DK-2820 Gentofte S-434 24 Kungsbacka
Tel 31 683261 Tel ‘46-300 710 80
Fax 31 68 22 55 Fax ‘46-300 172 85
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Beumsplittertabeiler

I disse tabeller ses, hvorledes strdlen deles efter passage
af beamsplitteren. Fotontilstande, der passerer beam-
splitteren samtidigt, interferer kun med hinanden som
beskrevet i tabellerne, safremt de tilhgrer samme spiller og
ikke kommer direkte mod hinanden (tilstande, der kommer
fra samme retning interfererer konstruktivt - se Generelle
spilleregler), dvs. safremt der entydigt er en brik, der
kommer fra hgjre, og en fra venstre. Man forestiller sig
altsd, at man star mellem de to veje, brikkerne kommer
fra, og kigger pa beamsplitteren. Retningerne hgjre og
venstre efter interferensen ved beamsplitteren er derved
ogsé fastlagt. Har man kun en enkelt tilstand ved beam-
splitteren, da defineres de to mulige udveje hhv. hgjre og
venstre ved, at lyset reflekteres og/eller transmitteres ved
beamsplitteren.

Den samlede fotontilstand fgr beamsplitteren, @12,
betegnes med to tal, n og m, séledes: |n. m), hvor tal-
let n forteller, hvor mange fotoner der er i tilstanden, der
kommer fra venstre, og m tilsvarende er antallet af fotoner
i tilstanden fra hgjre. Den udgéende strale o :j4 karakte-
riseres ogsé ved to tal: |n',m'), hvor n' og m! angiver,
hvor mange fotoner der er i de tilstande, der henholdsvis
fortsatter til venstre og hgjre efter beamsplitteren.
Benyttelse af tabellen

012+ Indkommende (total) fotontilstand.

N : Antal terninger, der skal benyttes.

te: Antal gjne pé terning 1

r2: Antal gjne pa terning 2.

r: Resultat af terningkast, for N =2 givet ved
r=(rx—1)*e + r2.

034* Udgéende (total) fotontilstand.

~12—34¢  Angiver den pracise sandsynlighed udreg-
net jvf. nedenstdende teori.

Man kan enten velge at benytte den pracise sandsyn-
lighedsfordeling {P12—s4) for 034, eller man kan bruge
den simplificerede indgang i tabellen (r). 4-, 8-,10- og
12-sidede terninger (eller en lommeregner, der kan genere
tilfeeldige tal) er nyttige, hvis man vil benytte den pracise
sandsynlighedsfordeling. Under den simplificerede in-
dgang til tabellen er den precise sandsynlighedsfordeling
approksimeret ved tal r. r ligger mellem 1 og 6 for JV=1
og mellem 1 og 36 for N=2. Dette ger det muligt at
bestemme den samlede udgdende fotontilstand ved hjelp
af ét terningkast med hgjst to terninger.

For iV=2 slas et tilfeldigt tal mellem 109 36 saledes:
r\ og rz er antallet af gjne pa henholdsvis terning 1 og 2.
Tallet r mellem 1 og 36 féas ved:

r=(rj —1)*6+r2

Eksempel:(Se illustration). En s-fotontilstand kommer
til en beamsplitter fra venstre. Fra hgjre kommer ingen-
ting (eller evt. en vacuumtilstand). | tabellen ses under
@12 = |8,0). Man tager to terninger og slar resultatet
@ =4 og r2=3, hvilket giver r=21. Ved opslag i tabellen
fas 034=| 3, 5). dvs. en 3-fotontilstand fortsatter til ven-
stre og en 5-fotontilstand til hajre.
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012
10,0>
11,0)
eller
10,1>
12,0}
eller
0,2)

3,0}
eller
[0,3}

14,0}
eller
10,4}

15,0}
eller
|5,0>

6,0}
eller
10,6}

17,0}
eller
10,7}

|8. 0}
eller
10,8)

9, O}
eller
10,9}

110,0)
eller
|0,10}

—o<Z

alle
13
4-6

3-4
56
14
58
9-20
21-32
33-36
12
34
5-12
13-20
21-32
33-36

37
8-12
13-22
23-32
33-36

35
6-8
9-16
17-24
25-35

12
34
5-10
11-16
17-26
27-36

3-6
7-10
11-18
19-26

27-36

3-4
5-6
7-12
13-18
19-27
28-36

34
56
7-10
11-14
1521
22-28
29-36

034

10,0>
u.0)
0,5

|2,0>
10,2}
IM >
sldom
i3,0)
10,3)
12,1}
Ib2)
sl om
14,0)
10,4}
13,1}
Ib 3)
12,2)
sld om
15,0)
10,5}
14,1)
Ib 4}
13,2)
12,3)
sld om
16,0)
10,6)
15,1)
Ib 5)
14,2)
12,4}
13,3)
sld om
17,0)
10,7)
16,1)
1b6)
15,2)
12,5)
|4,3>
13,4)
18,0)
10,8)
17,1)
Ib'7)
|6,2>
12,6)
15,3)
13,5)
14,4)
1910)
10,9)
18,1>
1b 8
17,2)
12,7)
16,3}
13,6)
15,4)
14,5}
10,0)
|0,10)
19,1)
11-9}
8,2)
12,8)
17,3)
13,7}
16.4)
14.6)
15,5}

-N2—34
1
12
12

14
14
2/4

18
18
3/8
3/8

1/16
1/16
4/16
4/16
6/16

132

132

5/32

5/32

10/32
10/32

1/64
1/64
6/64
6/64
15/64
15/64
20/64

1/128
1/128
7/128
7/128
21/128
21/128
35/128
35/128
1/256
1/256
8/256
8/256
28/256
28/256
56/256
56/256
70/256
1/512
1/512
9/512
9/512
36/512
36/512
84/512
84/512
126/512
126/512
1/1024
1/1024
10/1024
10/1024
45/1024
45/1024
120/1024
120/1024
210/1024
210/1024
252/1024
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012 ~TT r 034 T*12*34

11,1> 1 13 2,0) 12
46 0,2) 12
[2,1) 2 112 3,0) 38
eller 13-24 0,3) 38
11,2) 25-28 2,1) 18
29-32 1,2) 8

33-36 sla om
12,2) 2 112 K 0) 8
13-24 10,4) 38
25-32 12,2 2/8

FOR EFTER 3336 o
13,1) I 1 KO) 14
eller 2 10,4) 14
1i 3) 3 3.1 1/4
4 1-3) 14

56 sla om
13,2) 2 1-10 5.0 5/16
eller 11-20 10,5) 5/16
.. yB.S 12.3) 21-22 K i 1/16
6]' 23-24 11,4§ 116
_ /(r 25-28 13.2) 2/16
i 29-32 12,3) 2116

33-36 sld om
RT) 2 15 5,0) 5/32
eller 6-10 10,5) 5/32
11,4) 11-19 Ki 932
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Om elektromagnetisk straling og fotoner

En af de ferste iagttagelser af, at straling kunne opfat-
tes som bestdende af en samling sméa energiportioner,

blev gjort af Planck, da han studerede hulrumsstralingenl.
Stralingen fra et ophedet legeme i ligeveegt var adskil-
lige ar tidligere blevet behandlet klassisk og specielt,
hvad angik hulrumsstrdling, havde man fundet mod-
strid mellem de eksperimentelle observationer og den
gengse teoretiske model. Modellen var baseret pa
Rayleigh-Jeans fordelingsloven, som sagde, at den ud-
stralede intensitet fra et hulrum skulle vaere omvendt pro-
portionalt med kubben pd bglgelengden. | grensen af
store bglgelengder ligner de eksperimentelle resultater
Rayleigh-Jeans modellen, men for sma bglgeleengder ud-
vises ikke noget maksimum, modellen divergerer totalt fra
eksperimenterne. Denne opfarsel ved sma bglgelengder
er kendt som den ultraviolette katastrofe. De klassiske
betragtninger byggede pé den statistiske termodynamik,
og var gennemfgrt uden at legge band pa energien as-

socieret med det elektriske felt i hulrummet. Dette viste
sig at vaere principielt forkert. Planck lgste gaden, idet
han antog, at energien kun kunne antage diskrete vardier,
bestdende af et helt antal portioner af energikvantet hu,

hvor u er frekvensen, og h er Planck’s konstant. Heraf
udledte Planck sin stralingslov og skabte overensstem-
melse mellem teori og eksperiment. Det nye energikvant
blev dgbtfotonen.

Plancks made at gribe hulrumsstralingen an pa kunne
betegnes som en indledende kvantisering af det elektro-
magnetiske felt. Idéen om, at energi var kvantiseret,
gav skub i en ny udvikling inden for fysikken. Kvan-
temekanikken blev fgdt. Feltkvantisering er i dag en del
af en fundemental teori for beskrivelsen af vekselvirkn-
ing mellem lys og stof. Teorien, som kaldes kvante-
elektrodynamikken, forener bglgeaspektet af den elektro-
magnetiske strdling med partikelaspektet, det vil sige fo-
tonen.

Vi vil nu g videre med idéen om kvantisering af det
elektromagnetiske felt. Farst specificeres det omrade,
inden for hvilket vi gnsker at kvantisere. For at gere
det lettere for os selv vil vi kvantisere feltet i en kasse
(kavitet) med perfekt reflekterende sider. Kassen har vol-
umenet v, og stralingen i kassen udger et isoleret sys-
tem. Setter man sddanne rumlige begransninger pa et
elektromagnetisk felt, opstar m ode-begrebet. Kassens en-
delige starrelse tillader kun elektromagnetisk straling at
optreede i bestemte modes (svingningstilstande) svarende
til, at feltet bestar af stdende bglger. Til enhver elektro-
magnetisk bglge er endvidere knyttet en polarisation og
en udbredelsesretning. Polarisationen angiver retningen
af det elektriske felt, og udbredelsesretningen for bglgen
er angivet ved en bglgevektor k. Vi veelger her at betragte
en mode af det elektromagnetiske felt, der udbreder sig
langs en veldefineret retning, som dgbes x-retningen. En
mode af det elektromagnetiske felt er sdledes karakteris-
eret ved en frekvens u, en bglgevektor k og en polarisation.
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| det fglgende betragtes kun én enkelt mode af det elek-
tromagnetiske felt.

Ud fra Maxwells ligninger er det muligt at udlede et
udtryk for den elektromagnetiske energitethed i et felt.
Betragtes et lille volumen dV ikassen med energitetheden
U vil UdV angive den mangde elektromagnetisk energi,
der er til rddighed i volumenet. Energitetheden er:

U= j{E 2+ c2B2) (1)

hvor E er det elektriske felt, B er det magnetiske felt,
e0 er vakuum permittiviteten og c er lyshastigheden. For
systemet som helhed opskrives en funktion Ti, der settes
lig den totale energi af systemet. Denne funktion kaldes
den klassiske Hamiltonfunktion, og kan udtrykkes som et
integral af energitetheden over volumenet v:

Ti=] J (E2+c2B2)dV 2

At opstille den klassiske Hamiltonfunktion for et fysisk
system er ofte det farste skridt pa vejen til en kvantisering
af systemet. Man féar de kvantemekaniske ligninger ud fra
de klassiske ligninger ved at erstatte de klassiske starrelser,
som for eksempel det elektriske felt E og det magnetiske
felt B, med tilsvarende kvantemekaniske operatorer.

Til forskel fra den klassiske fysik betragter man i kvan-
temekanikken fysiske systemer som varende i bestemte
tilstande. Fysiske stgrrelser bestemmes ved at anvende
kvantemekaniske operatorer pa disse tilstande. Lader
man en operator virke pd en tilstand, far man en fysisk
obsen’abel. Kvantemekaniske operatorer markeres ved
at anbringe en “hat” over det tilsvarende symbol for den
klassiske starrelse. Eksempelvis er E den elektriske felt-
operator, det vil sige den kvantemekaniske analog til det
klassiske elektriske felt E.

Tilstande i kvantemekanikken har fdet deres helt
specielle symbol. Symbolet kaldes en ket og skrives: | ).
Man anbringer et bogstav eller et symbol i ketten for at
kunne holde styr pa, hvilken type tilstand man arbejder
med. For eksempel vil |n) komme til at betegne en foton-
tilstand med n fotoner.

Vi skal introducere to nye kvantemekaniske operatorer,
der viser sig at veere sardeles velegnede til at beskrive det
kvantiserede elektromagnetiske felt. Disse er de sdkaldte
step-operatorer, 0g skrives som henholdsvis aT og &.
Ved hjelp af disse operatorer opstilles Hamiltonopera-
toren for en enkelt mode af det elektromagnetiske felt, og
ser séledes ud:

Ti = hv{a}ld + ) (3)

Ligning (3) er den kvantemekaniske analog til ligning (2),
og det indses, at  og & mé vere relateret til det elek-
triske og det magnetiske felt. Vi vil imidlertid slet ikke
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bekymre os om de eksakte definitioner af de to operatorer,
men snarere koncentrere os om deres egenskaber.

Vi navnte tidligere, at den klassiske Hamiltonfunktion
for elektromagnetisk straling var lig energien af systemet.
Tilsvarende vil Hamiltonoperatoren for elektromagnetisk
straling anvendt pa en fysisk tilstand give den observable
energi £. Man kan forestille sig Hamiltonoperatoren Ti
som en funktion, der opererer pa en tilstand |n) og som
resultat giverden observable energi £n. Foren tilstand n)
geelder:

H |n) = £n|rc) 4

Bemerk at der implicit i denne skrivemade forstas et ope-
rerer pd mellem Ti og |n), hvorimod der mellem £n og |n)
er et normalt gangetegn. Tilstandene n) kaldes fotontil-
stande, og variablen n kan fortolkes som antallet af fotoner
i fotontilstanden. £n er &ltsa energien af fotontilstanden
le -

sterlige egenskaber ved step-operatorerne findes nar
man lader disse operere pa fotontilstande. Operationerne
falger lovmessighederne:

& |n) — y/n+ 1\n+ 1) (5)
vn |n- 1) (6)

éln) =

Ved at anvende at pé en fotontilstand med n fotoner opnas
en fotontilstand med n + 1 fotoner, og det modsatte gar
sig gaeldende for a-operatoren. Populart siges det, at at
skaber en foton i en mode af det elektromagnetiske felt,
mens & tilintetger (annihilerer) en foton i moden.

Vi konstruerer en operator: h — aTa og lader den virke
pa en fotontilstand med n fotoner. Benyttes ligning (5)
og (6) fas:

nin) = a'ajn)
= a+y/n|n —1)
= y/nia/n-1))
— y/ny/n\n)
= njn

Nar vi virker med n-operatoren pé en fotontilstand n),
far vi antallet af fotoner ri i den betragtede tilstand. Opera-
toren h dgbes antalsoperatoren. For at bestemme antallet
af fotoner i en fotontilstand skal man altsd bruge en a+
o0g en a-operator.

Energien £n indeholdt i en mode af det elektromag-
netiske felt i kaviteten fas ved at anvende Hamiltonopera-
toren (ligning 3 og 4) pa en fotontilstand.

Ti\n) — hv~3d + -)\n)
— hu(n + ™)[n)

= hHn+\)H

Det vil sige,

£n= hu(n + (7
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Vi kan bestemme energien af en fotontilstand ved at
benytte de to operatorer (V og & Hver gang en tilstand
foragger sit fotontal med én (|n) —»|n + 1)), forgges dens
energi med hu. Dette er i overensstemmelse med Plancks
antagelse om, at energien af elektromagnetisk stréaling er
givet ved et helt antal af kvantet hu.

Det blev na&vnt, at step-opratoreme afhang af det elek-
triske og det magnetiske felt. Det er muligt at udtrykke
den elektriske og den magnetiske feltoperator ved step-
operatorerne.

. 1h

E = EO@i + d)isin(Ax), EO= u
o o l

B = BO0(aJ- dicos(kx). Bo _E:EO

En vasentlig forskel mellem den klassiske og den
kvantemekaniske feltbeskrivelse opdager man, nar man
lader fotontallet blive nul. Det vil sige, nar man betragter
en fotontilstand uden fotoner. Denne tilstand kaldes vaku-
umtilstanden. |0), og er en kvantemekanisk tilladt tilstand
for det elektromagnetiske felt.

Den spontane emission, det vil sige udsendelsen af
lys fra et atom, der henfalder fra en exciteret tilstand til
en lavereliggende tilstand, er forarsaget af vekselvirkn-
ing med vakuumtilstanden. Lignende vekselvirkning
finder man, ndr man betragter den stimulerede emis-
sion, hvor en foton i narheden af et exciteret atom
stimulerer dette til at henfalde og udsende en foton.
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Denne effekt udnyttes i laseren. | kglvandet pé felt-
kvantiseringen fglger en forstdelse af den spontane emis-
sion. idet vakuumtilstanden er en naturlig del af det kvan-
tiserede felt.

Der eksisterer en teknik, hvorved man kan bestemme
antallet af fotoner i en fotontilstand uden at de forsvin-
der, som i en normal detektor. Teknikken, der anvendes,
kaldes quantum nondemolition2 og er baseret pa en fase-
folsom detektion af atomer, som har vekselvirket med en
fotontilstand. En strdle af atomer med en veldefineret
fase sendes gennem den kavitet, hvori vores fotontilstand
befinder sig. Fotonerne vil vekselvirke ikke-resonant med
atomerne og pavirke deres fase. Faseskiftet bliver propor-
tionalt med antallet af fotoner i fotontilstanden, og da vores
vekselvirkning er ikke-resonant. kan absorbtionsproces-
ser negligeres. Nar atomerne passerer ud gennem den an-
den ende af kaviteten, analyseres deres fase ved malinger
af overgangssandsynligheden for en bestemt atomar over-
gang. Med den faseinformation, man herved opnar, kan
man udtale sig om. hvor mange fotoner der er i fotontil-
standen.

I denne behandling af feltkvantisering har vi indfart
fotonbegrebet. At snakke om fotoner medfarer felt-
kvantiseringen, og da Planck indfgrte kvantet for hul-
rumsstrdlingen. kvantiserede han faktisk det elektromag-
netiske felt. En dybereliggende kvantemekanisk formal-
isme danner basis for beskrivelsen af den elektromag-
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netiske straling, men essensen udspringer af fotonbegre-
bet. Lys bestar fotoner, og en foton er et kvant af det
elektromagnetiske felt.
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En pris for en gade?
Ove Nathan

Et sted i sin fengslende bog om Niels Bohr’s tider, skriver
Abraham Pais, at vore dages fysik er ahistorisk, en vi-
denskab med en kort hukommelse. Synspunktet har no-
get pé sig: der er fart pd, og den, der kaster blikket
blot et arti eller to tilbage, kan fa en fornemmelse af at
se ind i en fjern fortid. Der var engang, da man endnu
diskuterede realiteten af begrebet et sort hul, og der var
en tid, hvor superledning var noget, der foregik nede nar
temperaturskalens nulpunkt. Og det var altsé ikke i &rhun-
dredets begyndelse!

Men det ville da ogsa vere rigtig trist, hvis man kunne
gjne en afmatning i fysikkens udvikling, som tegn pa, at
nu var alle vaesentlige spgrgsmal ved at vaere besvarede.
Sadan er det ikke, men pa den anden side kan man dog se
en forskel mellem arhundredets fgrste og sidste halvdel:
dengang skete der en forrygende udvikling i fysikkens
grundleeggende begrebsapparat, hvor relativitetsteori og
kvantemekanik blev formet. Stilen er blevet en anden
nu. ldag star der solide kogebgger pd hylden, ikke
mindst med péalidelige kvanteopskrifter - men det forhin-
drer ikke, at der laves masser af sjov ny fysik. Og habet
om det naste, store begrebsmeassige fundamentalgennem-
brud synes at leve i bedste velgdende, med drgmmen om
den endelige teori for alting, feltteorien, hvor alle andre
vekselvirkninger og felter kan forenes med den hidtil sa
utilnermelige ener: gravitationen.

Min oplevelse af tempoet i moderne fysik blev intens
i dret 1994, hvor jeg havde rig lejlighed til, p& neert hold,
og med udgangspunkt i instituttet pd Blegdamsvej, at gen-
opleve en del af spektret af dansk fysik, efter mere end et
arti "udenfor nummer". Det skal ikke skjules, at fornem-
melsen af deja vu godt kan merkes hist og her - men kun
pletvis. Fornemmelsen af det nye er sterkere: det gaelder
kaos og komplekse systemer, det gelder astrofysik og
kosmologi, laserfysik, klyngefysik, superledning - listen
er ikke komplet.

Tempo-oplevelsen er helt super-intens pa greensefladen
mellem partikelfysik og kosmologi. Det er vist kun
tre Aartier siden, at ordet kvark blev formet af Gell-
Mann, og kun et par artier siden, at kvante-chromo-
dynamikken gjorde sin entré. 1 1994 kan universets
tidlige udvikling gjensynlig ikke lengere beskrives uden
den slags ingredienser. | astrofysikkens unge ar var
det ikke mindst kernefysikken, der leverede ramaterialet.
P& grundlag af kemefysiske data kan man tegne et
sammenhangende billede af grundstofsyntesen i stjer-
nerne, der stemmer forblgffende godt med de grundstof-
fordelinger, som kendes eksperimentelt fra solsystemet og
fra stjenespektre. Idag er det altsd blevet partikelfysiker-
nes tur til at veere hovedleverandgr til verdensrummets
fysik, og det er partikelfysikkens standardmodel m.v., der
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fodres ind i konkrete scenarier for universets udvikling i
de tidlige faser. Og samtidig er kosmologien selv ved at
blive til en rigtig, empirisk videnskab. F.eks. méler man
nu systematisk pa bittesma fluktuationer i den kosmiske
mikrobglgebaggrund, som altsa ikke er helt sa isotrop,
som fgrst antaget. Og man narmer sig en kortleegning
af rummets overordnede og merkverdige galaksestruk-
tur. Og man fortsatter den intense jagt, via iagttagelser
og teorier, efter universets "mgrke stof, det stralingslgse
stof, der synes at udggere langt stgrsteparten af stoffet i
rummet. Osv. Osv.

Hvordan er det med tilbagespillet fra astronomi, as-
trofysik og kosmologi? Giver de himmelske videnskaber
betydningsfulde bidrag tilbage til fysikken, taget i bredere
forstand? Ved sjeldne lejligheder, ja, og der har veeret gje-
blikke, hvor astronomiske data og modeller blev ngglen
til gennembrud i fysikkens historie. Mest dramatisk vel
da Newton fremsatte sin gravitationslov (den med af-
standskvadratet) udfra astronomiske data om planeternes
bevaegelse, og de deraf afledte Keplerske love. Som be-
kendt blev Newtons gravitationslov et fundament for ud-
viklingen af den klassiske mekanik igennem to fglgende
arhundreder. Og i begyndelsen af dette arhundrede kom
astronomiens data igen til at spille en rolle for fysikkens
syn pé gravitationen - og for vores syn pd det fysiske
rums geometri. For det var Einsteins triumf, at han med
sin generelle relativitetsteori kunne gere kvantitativt rede
for Merkurs periheldrejning og for observationer af lysets
afbgjning i solens sterke tyngdefelt. Det gjorde indtryk
og banede vejen for en almindelig accept af den generelle
relativitetsteori.

Er der udsigt til at de himmelske videnskaber, herun-
der astrofysikken og kosmologien, ogsd i vor tid vil
kunne levere betydningsfulde bidrag tilbage, f.eks. til
partikelfysikken? Da nobelprismodtageren og partikel-
fysikeren Steven Weinberg for et halvt ar siden besggte
Kgbenhavn, blev han stillet det spargsmal, men besvarede
det med et definitivt nej - maske dog med plads til en
enkelt undtagelse: solneutrinoeme. Jagten pa dem udggr
en sarlig niche i vore dages fysik, med en historie som har
sin egen morale.

Gennem de sidste godt 25 &r har man forsggt at male
fluxen, og nu senest ogsad energispektret, af de neutri-
noer, der udsendes ved kerneprocesser i solens centrale
del. Nogle af solneutrinoerne nérjordens overflade, inden
de fortseetter videre gennem jordkloden og ud i verdens-
rummet, som rummets evige vagabonder. Tversnittene
for indfangning eller spredning af neutrinoer er godt nok
smd, men processerne er ikke umalelige. Det er eksperi-
menter, der ma friste den fantasifulde, med mod pa det
vanskelige.
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Solneutrinoerne er interessante, bade set fra et astro-
fysisk og et partikelfysisk synspunkt. For astrofysikeme
spiller solen en serlig rolle, som en slags prototype for
gennemsnits-stjerner. Solens fysiske forhold skulle gerne
vaere "i orden”, sa solmodellen kan tjene som palideligt
udgangspunkt for vores billede af gennemsnits-stjerner i
vor egen galakse og i rummets gvrige galakser. Og sol-
neutrinoerne er det eneste reaktionsprodukt fra de mange
kerneprocesser i solens indre, der direkte kan observeres
her pa jorden. @vrig viden om solens fysik stammer
overvejende fra iagttagelse af overfladef&enomener, ganske
seerligt fra studier af solens elektromagnetiske spektrum.
Antallet af solneutrinoer skulle meget gerne stemme med
astrofysiske forventninger, som baseres pa en solidt gen-
nemarbejdet solmodel. Og solen er enestédende i den for-
stand, at andre stjerner er for langt vek til, at man kan
male deres, tilsvarende neutrinoflux. Fra fjerne stjerner
kan vi ved sjeldne lejligheder méle neutrinoer, nemlig fra
supernova-eksplosioner - men det er en anden historie.

Reaktionsskema over reaktionerne mellem de lette isotoper.
De diagonale pile viser reaktioner der producerer neutrinoer.

Fra et partikelfysisk synspunkt kan solneutri-
noerne veare interessante, fordi de udger vores eneste
tilgengelige, vedvarende og naturgivne kilde af neutri-
noer. Her er der altsd potentielt en mulighed for at
afprgve nogle egenskaber ved elektron-neutrinoen, omend
i forsgg, der kreever samspil med astrofysikeme - sam-
spil, som har karakter af tdlmodighedspraver, for ikke
at sige sejpineri, pa grund af de sma tvaersnit. Maske,
men ogsa kun maske, kan solneutrinoeme fortelle noget
om "flavour" mixing af neutrinoer, og dermed om neu-
trinomassen. | partikelfysikemes standardmodel antages
elektron-neutrinoen at vaere rent "venstrehandet" og mas-
selgs, men denne antagelse er ikke tvingende ngdvendig.
Skulle der veare tale om flavour mixing, behgver elektron-
neutrinoen ikke at veere strengt masselgs. Og derfor har i
al fald enkelte partikelfysikere interesseret sig for solneu-
trinoeme.

Men neutrinoer er krashgrstige. Seks artier efter Paulis

20

dristige hypotese om den masse- og ladningslgse fermion,
der kan forklare det kontinuerte beta-spektrum, vedbliver
neutrinoen at ggre knuder, uanset i hvilken eksperimentel
sammenhang den registreres. Det gelder ikke mindst
solneutrino eksperimenterne.

Det var amerikaneren Raymond Davis, der skabte den
farste, "klassiske" solneutrino-detektor, hvis kerne var (og
stadig er) en 15 m lang stéaltank, fyldt med ca. 400.000
liter klorholdig renseveaeske, anbragt 1600 m under jor-
dens overflade i en forladt guldmineskakt i South Dakota.
Den opstilling blev til midt i 60'eme, men forhistorien
gar lengere tilbage. | slutningen af40’erne foreslog farst
Bruno Pontecorvo og siden Luis Alvarez at detektere neu-
trinoer i en indfangningsreaktion, en slags omvendt beta-
process, pa det stabile 3‘Cl. Ved indfangningen omdannes
klor 37 til det radioaktive "Ar, som s& henfalder ved elek-
tronindfangning. Forslaget indeholder det radiokemiske
raffinement, at argon er en a&delgas, der let kan skilles
kvantitativt fra kloratomerne. Idéen slog an, og Davis,
der var tidlig ude, kunne i midten af 50'erne aflevere en
farste, primitiv rapport om detektion af solneutrinoer fra
en 4000 liter tank med klorvaeske, gravet 6 m ned i det
sandlag, som Brookhaven laboratoriet pa Long Island er
opfert pd. Man skal i dybden for at reducere baggrunden
fra kosmisk straling. Forsgget blev beskrevet i en artikel i
Physical Review, men iflg. Davis selv skete det ikke uden
dybt skeptiske kommentarer fra referees. Man troede ikke
rigtig pa, at dette havde noget for sig. Den mand matte
vist vaere lidt sker, stod der mellem linierne.

Men Davis fortsatte ufortredent, i samarbejde med teo-
retikeren John Bahcall, og pa grundlag af nye data og
nye idéer om neutrinoproduktionen i solens indre. En
bemarkning fra Kgbenhavn kom ogsa til at spille en
rolle. 1 1963 holdt Bahcall nemlig et kollokvium pa Niels
Bohr Instituttet, hvor Ben Mottelson bidrog til den videre
udvikling med en kommentar om, at neutrinoindfangn-
ing til ansldede tilstande i 3'Ar (seérlig via en sdkaldt
super-tilladt overgang) méske kunne bidrage betydeligt
til tveersnittet for indfangning. En fglgende analyse aret
efter, af Bahcall, viste, at indfangning af de relevante sol-
neutrinoer (s.k. 8B neutrinoer) til anslaede tilstande i 3‘Ar
foragger tvaersnittet med ikke mindre end en faktor 17.

Opstillingen i guldminen i South Dakota endte med
at fa rimelige fysiske proportioner og ganske gode bag-
grundsbetingelser. Der registreres nemlig ca. 15 neu-
trinoindfangninger pr. maned, mod en baggrund fra be-
givenheder induceret af kosmisk straling pa ca. 4 be-
givenheder om aret. lkke sa darligt, n&r man har tiden
for sig. Over en periode pd tre artier bliver det dog til
nogle registrerede solneutrinoer. S& laenge har man malt
i guldminen, og forsgget fortseetter.

Nye eksperimenter er fulgt i kelvandet pd Davis’
eksperiment. En japansk maleopstilling - ogsd i en mi-
neskakt - indeholder en tank med rent vand. Her var
formalet oprindelig at undersgge protonens stabilitet, men
opstillingen er siden modificeret til at registrere neutri-
noer fra rummet, bl.a. solneutrinoer. Tanken indeholder
6000 tons vand, og neutrinoer detekteres ved spredning

En pris for en gade?



pa elektroner og pafelgende registrering via Cerenkov

strling. Eksperimentet giver saledes ogsd mulighed for

at male neutrinoernes retningsfordeling. Yderligere to
eksperimenter er kommet igang, i underjordiske labora-
torier, henholdsvis i Kaukasus og i Italien. Begge steder
bruger man gallium til at detektere absorption af solneu-
trinoer. med pafglgende registrering af radioaktivt germa-
nium. Gallium har den fordel fremfor klor, at ogsé ganske
lavenergetiske neutrinoer kan detekteres. Hermed bliver
det muligt at méle pa den fundamentale fusionsreaktion

i solens indre, hvor to protoner fusionerer og danner en
deuteron, en positron og en neutrino, den sidste med ret
lav energi. Disse pp neutrinoer kan ikke registreres i klor-
forsgget.

Nar man er ndet til at have en omhyggeligt gen-
nemregnet astrofysisk neutrino-produktionsmodel, der har
veletablerede fysiske data i ryggen, nar man i tilleg har
ligesd omhyggelige beregninger af neutrino-tvearsnit i de-
tektorerne, og sd dertil en raekke maleresultater med
rimelig statistik og lav baggrund - s& burde man vel
kunne fa et tydeligt svar, ikke sandt? Séadan er det bare
ikke. Ingen afeksperimenterne har til dato registreret flere
neutrinoer end forudsagt, og nogle af dem (bl.a. klor-
forsgget) har registreret langt feerre. Men de eksisterende
dataset kan ikke - endnu da - uden videre fgjes sam-
men til en helhed. Neutrinoerne fra solen stammer fra
en rekke forskellige kernereaktioner, og det resulterende
energispektrum er komplekst. Og detektorerne har ikke
samme energiterskler, hvor de begynder at registrere neu-
trinoer. Analysen er derfor ikke sa ligetil. Hvad angar
standard-solmodellen, er friheden begrenset - modellen
skal jo kunne reproducere den kendte luminositet m.fl. fy-
siske forhold for solen, og det levner ikke plads for de
store krumspring, f.eks. hvad angar temperaturen i solens
midte.

Opmarksomheden omkring solneutrinoerne er nu
ganske intens, men meningerne er delte, og diskussionen
ofte ganske skarp.

Der er dem, der afferdiger sagen med en henvisning
til utilstreekkelig statistik i malingerne: vent et par artier
til man har mer statistik, sa vil det maske vise sig, at alt
falder pa plads, uden ny antagelser.

Andre fgler sig overbevist om, at de allerede eksis-
terende data rejser spgrgsmal, som ikke kan afferdiges. |
sd fald m& man sperge, om lgsningen pa gaden ligger i
den astrofysisk/kemefysiske del, eller i neutrinofysikken.

Der har gennem é&rene vearet fostret et utal af mere
eller mindre fantasifulde idéer i den astrofysiske afdel-
ing, til forklaring af den lave neutrinoflux. Men solmod-
eller, der afviger fra standardmodellen, stgder pd mange
vanskeligheder. Man har brug for en model, der reducerer
produktionen i solen af den radioaktive atomkerne SB, for
det er neutrinoer fra henfaldet af denne kerne, der serlig
synes at "mangle" i Davis’ eksperiment. Men 8B lader sig
ikke sadan trylle vak.

P& neutrinosiden er der en vis interesse for muligheden
af oscillationer af neutrinoer mellem forskellige flavour-
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tilstande. Mixing af den art findes ikke i partikelfysikkens
elektro-svage standardmodel, men faenomenet har veret
foreslaet i en model, hvor oscillationer induceres pa neu-
trinoernes vej ud gennem solen, ved vekselvirkning med
solens store stofmangde. Mixing-modellen indeholder
justerbare parametre, og spgrgsmalet er, om man med
rimelige parametervaerdier kan opnéa en passende blan-
dingstilstand af neutrinoerne, ndr de rammer detektoren.
Blandingen skal indeholde et mere eller mindre ligeligt
mix af elektron-, my- og tau-neutrinoer, hvoraf kun de
forstneevnte registreres. Dermed vil det lave telletal
af elektron-neutrinoer kunne forklares - men er mixing-
modellen sd igvrigt acceptabel?

Maske tager jeg fejl, men jeg har ikke kunnet spore
den store interesse hos partikelfysikerne for solneutrino-
gadden. Er en smule flavour mixing for trivielt, ndr
opmarksomheden mest er fastnet pa de store, forenede
universalteorier for alting? Teoretisk partikelfysik har
unzgtelig beveeget sig op i de hgje Iluftlag, hvor
forbindelsen til eksperimentet og interessen for det kan
veere lidt sveer at finde. Med mindre eksperimentalfy-
sikerne da kan servere en Higgs-boson eller et tilsvarende,
sensationelt fund.

Som det ser ud idag, er det vel ikke sandsynligt, at sol-
neutrinoerne indeholder ngglen til den slags store, "fun-
damentale” problemer i moderne fysik. Men hvordan de-
finerer man, hvad der er fundamental, smuk eller bare sjov
fysik? Solneutrinoerne indeholder raffineret eksperimen-
talteknik, konkrete teoretiske forudsigelser, og to &bne
spargsmal af en vis, fysisk interesse: kan vi tro pa vores
model af solen, og ved vi nok om neutrinoen? Det er vel
et par artiers fortsatte forsgg veerd at fa et bedre svar pa
de to spgrgsmal.

Mon Raymond Davis for mange ar siden forudsa, at
hans idé og hans forsggsopstilling i guldminen skulle ud-
vikle sig til en hel emnekreds, til et tilbagevendende strid-
spunkt pd store, internationale fysikerkongresser? Man
far neppe nobelprisen for den slags pionerindsatser, men
egentlig synes jeg, at Davis fortjener noget i den retning.
Han har virkelig skabt noget, en celeber gade i moderne
fysik, hvis lgsning vi ikke har set enden pa endnu.

Les mere om solneutrinoer i Neutrino Astrophysics,
af John N. Bahcall, Cambridge University Press, 1993.
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Fra Bernoullis forunderlige polynomier og tal
via Euler-Maclaurins sumformel til Rombergs
Integralapproximation

Farste del.

Mogens Esrom Larsen
Kgbenhavns universitets matematiske institut

Denne historie streekker sig over 300 ar, fra Bernoullis opdagelse af sine vidunderlige polynomier til vore dages effektivis-
ering af computerberegning. Ud over den umiddelbare fascination viste Bernoulli tallene sig at indga i Euler-MacLaurins
omskrivning af et integral til en sum af funktionens hgjere afledede i intervallets endepunkter. Netop derved har de interesse
i forbindelse med moderne integralberegning, for det betyder, at fejlen ved en integralapproksimation lader sig vurdere af
et udtryk, hvori et Bernoullital indgdr som faktor. Og det er netop sagen, for selv om vi kan regne sd meget, vi lyster, sd
er det kun noget veerd, ndr vi ved, hvor godt resultatet stemmer.

Bernoullis polynomier og tal

Bernoullipolynomierne og Bernoullitallene blev indfgrt af Jakob Bernoulli (1654-1705) i hans beramte verk, Ars Con-
jectandi (1713), hvori man finder mange interessante ting is&r om sandsynlighedsregning. Det af problemerne, som farer
til Bernoullipolynomierne og dermed -tallene, drejer sig om bestemmelse af potenssummer.

Det erjo let nok at finde
n

Efce=1+1+ --+1=n
fc=i
og den simple formel.
n{n + 1)

Y'AL—1+ 2+ 3 H-— I-n )

fc=i
er ogsa let at finde, man summerer blot tillige bagfra:
2E kK=E k+£(n-k) =J2n=n(n+ 1)
k=l k=0 k=0 J0

Men Bernoulli stillede sig opgaven, at bestemme summerne af m-te potenserne, altsd

=F(nm),  F=? )

fc=i
Vi ved allerede, at F(n, 0) —n og F(n, 1) = n"”21\ men hvad er F(n, 2)? (Man kan jo gatte pé et trediegradspoly-
nomium i n og finde koefficienterne ved at prave med n —1. 2, 3.4, og sa bevise formlen ved induktion efter n, men det

vil vi afsta fra.)
Bernoulli greb opgaven an pa den made, at han sggte en lgsning til opgaven, at finde en funktion, B(n, m), sadan at

B(n+ 1m) —B(n,m) = mn”1 1 2)

Summerer vi denne ligning for en reekke veerdier af den variable n, forsvinder det meste af venstre siderne (en sékaldt
“teleskopsum™):

k=0 k=0
- B{n+ 1,m) —77(0, m)

Med andre ord. har vi en lgsning til (2), finder vi umiddelbart lgsningen til (1) som

F(n, m) - B i{_r]_f___ll_[[]__t_lL)__ _i(_(_)_’__r_r_]_ft__l)_ A3)

m+ 1
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Dette er Bemoullis Igsning, vi mangler blot at finde en lgsning til (2). Vi sgger lgsninger, der er defineret for alle veerdier
af den farste variable n, men kun positive, hele veerdier af den anden variabel, m. Derfor skriver vi x i stedet for n:

B(x + L,m) —B(x, m) = mxm~I| 4
Har vi to lgsninger til (2), B xog B2, sd vil funktionen Bi - B 2opfylde, at
(Bi(x 4-1,m) —B2{x + 1, m)) —(Bi(x, m) —B2(x, m)) = mxm 1—mxm *= 0

Den er med andre ord periodisk med periode 1. Huvis vi derfor har fundet to lgsninger, der er polynomier i x, sa er deres
differens ogsa et polynomium, der tilmed er periodisk. Det ma derfor veere konstant. Lgsningen er altsa entydig bestemt
pé neer en konstant.

Vi analyserer nu opgaven, dvs. at vi antager, at vi har lgst opgaven og fundet et polynomium, B(x, m). Vi differentierer
sd (4) med hensyn til x, og far derved

B'{x+ L m) —B'(x,m) = m(m - I)xm~2 (5)
Det betyder, at polynomiet
ff'Qr.m)

m

lgser (4) for m — 1. En anden lgsning til (4) afviger herfra med en konstant. Vi definerer nu Bernoullipolynomierne som
de polynomier, der lgser (4), og hvis konstantled er valgt sadan, at

B'(x, m)= mB(x,m —1) (6

Dette betyder, at vi kan finde polynomierne ved sukcessiv integration. Da vi for m — 2 har et andengradspolynomium,
mé vi forvente, at polynomiernes grad er m.
Antag nu, at vi har polynomiet B(x, m) af grad ?n, som vi vil skrive pa formen:

B(x,m) = ' £ (£)B™ kxk @
fc0

hvor | ™) = kum-k-y. er binomialkoefficienten m over k, og B"[_keer tal, vi skal finde. Vi har indiceret dem, sa Bd' er
hgjestegradskoefficienten. Vi indseetter nu (7) i (6) og far:
m m—1
1:(*) BZ-kkxk-'
k=0 fc=0
Nuerjo (JJ}j k = m ('J_ / )» som vi kan bruge pa venstre side samtidig med at vi udelader leddet for k = 0, da det
er 0, mens vi endrer summationsindexet fra k til k — 1 pa hgjre side:

m m

X>(“- D) =">E (?-i)Bzzy-1

Nar vi sammenligner koefficienterne i polynomierne pa hgjre og venstre side af lighedstegnet, ser vi, at der geelder
formlen:

Bm-k = Bm-k f°r & = 1,2,¢¢¢ 171 (8)

Denne falles veerdi vil vi fra nu af betegne med B m_k og kalde Bernoullitallet med index m —k. Med andre ord, vi
definerer
Bn= B”+kfork = 1,2,3, eee 9

Bemoulli polynomierne i (7) kan nu skrives med Bernoulli tallene som

m
B(x,m) = (T) Bm-kXk (10)
=0

k=
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For at finde Bernoulli tallene og dermed Bemoulli polynomierne, indsatter vi (10) i (4) og bruger binomialformlen pa
Oor + 1) fe

B(x+ 1.m) - B(X,

=£%*>£2.:#1(T) (*) b,-*

Vi benytter nu omskrivningen

m\ m
{k ) ﬁ()\ 13!(m—k)\\l;:(k-jy.
_ mi(m-j)! _(m\ (m —j\
= i mPUfeHIm—Fl Vv j ) Vk—1)
og far derved
B(xt1nj- B(x,m)= EJTd.s E2Lj+

=e“TA(7)¥sr.7 (Mpj) b,--*

Vi summerer nu den ydre sum bagfra ved substitutionen i —m —j og far

B(x + 1) - am =E7i (7) (i) c A
=E "i(?)i"-"E 5L ()N,

idet vi til sidst har vendt retningen i den indre sum ved substitutionenj —i —Kk.
Nu ved vi jo fra (4), at dette skal veere mxm_1. Derfor er koefficienterne 0 pa naer koefficienten til xm_1. Vi far saledes
rekursionsformleme til beregning af Bemoullitallene:

B 1 (11

E'lo (j)B] —Ofori>1
De forste Bernoullital ser meget uskyldige ud:
Bo=1.B x= B2 = B4=-i Bg=*B s=-1 BI0=i. Bn = Bii=| (12)
men de vokser meget hurtigt, faktisk ligner de (2(2n)!)/((27r)2n). F. eks. er nogle af dem

D 174611 ™ 261082718496449122051

°20 — 330 ' **40 13530 1
D _ 1215233140483755572040304994079820246041491
D6° — 56786730

Sa snart vi kender Bemoullitallene, kan vi umiddelbart skrive Bernoullipolynomieme op i henhold til (10):

B(x,00 =1

B(x,1) = x—|

27(x,2) = x2- x+|

B(x,3) = x(x—1) (x—) (13)

B(X,4) = x4-2x3+x2-"
B(x,5) = x(x—1)x—)(x2 - x-1)
B(x.6) = x6- 3x5+ fx4-jx2+
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Grafer for B(x, 1) til B(x, 4) pa intervallet [0,1]

Ved deres hjelp lgser vi umiddelbart Bernoullis problem, f. eks.

onge) = (gl n(engza-n

k3 — ("+D4-2(n+1)3+(n+l)2-a,+aT _

(n+l)2(n2+2n+1-2n-2+1)2 I'ntn+1A2

2

Formlen (6) har interessante anvendelser. Vi kan jo integrere den og tilmed anvende (4) til at fa

fo B(x, m)dx =A"r[5(x,m + 1)]J= n
=A(B(I,m +1)- B{Q,m+ 1)) = Om= 0form >0
Denne egenskab kan umiddelbart benyttes til beregning af polynomier og tal, idet vi finder stamfunktionen af det forrige
Bemoulli polynomium og sa korrigerer med et konstantled, sé& integralet bliver 0. Dette konstantled er s& Bernoullitallet.

At ligningen
fix + 1) - f(x) = (m+ I)xm (15)

kun lgses af Bernoullipolynomiet B{x, m + 1) pa ner en konstant, har en interessant anvendelse. Vi kan jo gere prove
med funktionen
f(x) = (H)m+1B(l —x,m + 1) (16)

Vi finder umiddelbart
f(x + 1) —f(x) = (-)ml(B(—x, m+ 1) —B{1 —x,m + 1)) =
= H{—4)ml(m+ 1)(—)m= (m+ )xm
Med andre ord, f{x) afviger fra B(x, m + 1) med en konstant. Frem for at finde denne, differentierer vi blot de to

funktioner og far derved formlen
B(1 —x,m) = (H)mB(x,m) (17)
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Bernoullipolynomiets verdi i 0 er netop Bemoullitallet, og bortset fra B(x,l), falger det af (14), at veerdien i 1 ogsa er

Bemoullitallet. Af (17) felger, at for m ulige er B (I, m) — —B (0, m), sd for m > 1 ulige er = B(0.m) = 0. Af
(17) falger ogsa for m ulige, at = —B(\,m) —0.
Af (17) felger, at for m lige, er Bemoullipolynomiet B(x. rn) symmetrisk om linien x —  mens det for m ulige er

symmetrisk om punktet (|, 0).

Fram — 3 har de ulige Bernoullipolynomier de tre nulpunkter, 0, | og 1L Men der kan ikke vare flere i intervallet [0,1],
Thi har det m’te af dem endnu et nulpunkt, x, giver symmetrien, at det har to, nemlig yderligere 1 —x. Altsa har det 5.
Men sa har det 4 ekstremer i intervallet, sa ifalge (6) har det (m - 1)'te (lige) Bemoullipolynomium ialt 4 nulpunkter
i J0.1[. Igen ifglge (6) har det ulige (m —2)’te Bemoullipolynomium 3 nulpunkter i intervallet ]0,1[, og hertil de to
endepunkter, 0 og 1 Altsé ialt 5. Men det gaelder jo for alle m > 5, sd vi ender med at f& 5 nulpunkter for et polynomium

af grad 3. Derfor kan ingen af de ulige have mere end 3 nulpunkter, og heraf fas igen, at de lige ma ngjes med 2.

Heraf fglger nu for m lige, at integralet vokser (aftager) indtil x =  hvorefter det aftager (vokser) til 0 for x — 1. Det
skifter med andre ord ikke fortegn i intervallet. Derfor gelder uligheden for0 < x < L

B(x, 2m)| < |5 2m| (18)
Ligningen
f(x +1]) - f(x) —(m + )xm (19)

har abenbart lgsningerne B(x, m + 1) + B(x + m + 1) og 2~mB(2x, m + 1), som begge er polynomier i x. Deres
differens bliver derfor igen et polynomium, som tillige er periodisk og altsd konstant. Ved differentiation af de to funktioner,
fas samme funktion og derfor formlen

B(2x1m) —2m 1(B(x, m) + B(x + |)) (20)

Heraf fas for x = 0 verdien
B(|,m) = —(1 —21-TO)Bm (21)

For m lige er den numeriske veerdi i | altsé lige netop mindre end den numeriske vaerdi i 0 og 1

Euler-Maclaurins formel

Formlerne (6) og (14) fik Leonhard Euler (1707-1784) i 1732 og Colin Maclaurin (1698-1746) i 1742 til at bruge
Bemoullipolynomieme til at finde en raekkeudvikling af et vilkérligt integral af en mange gange differentiabel funktion,
/(x), udtrykt ved funktionens hgjere afledede,

f{x)dx =2 (22)

Vi starter med at udfgre partiel integration af produktet af den vilkarlige funktion med B(x. 0) = 1. For nemheds skyld
betragter vi intervallet [0,1],

fo f(x)dx

fo B(x, 0)f(x)dx

/(*)]15 - Jo B (x.1)f'(x)dx (23)
m £ m _ lo]B (Xii)f'(x)dx

Derefter udfares partiel integration pa det sidste integral

fo B (x, 1)f'(x)dx

I [B{x, 2)'{x)\o - \ f* B(x, 2)f"(x)dx

f o) - r')) - | loB(x, 2)f"(x)dx
Det er dbenbart en teknik, som vi kan blive ved med at udfare, sa leenge / kan differentieres

fo B(x,Tn)fA(x)dx

TTIT B (x,m + I)f(m)(x)Jo- ~ fo B(x, m + [)f*m+l\x)dx

Ap (1 m)(D) - 1 (0)) - fo S(x, m + 1)/(m+1)(x)dx
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Vi foretraekker at slutte med et ulige m = 2n — 1, s det tilsvarende integral er

f1B{x,2n-\)fV*~I\x)dx
Jo
Til dette Bernoullipolynomium valger vi stamfunktionen

B(x,2n) - B2n Y
on (24)

som er 0 i endepunkterne, sa differensen forsvinder. Herved fas omskrivningen
;&) B{x, 2n - 1)f(2rN\x)dx =0 - jﬁj (B(x,2n) - B2n)f (2n\x)dx
o

Da (24) har konstant fortegn i intervallet, kan vi ved en vurdering af f 12"Hx) mellem konstante greenser,

a<f{an(x) <Q

fa integralet vurderet ved

f\B(x,2n) Bxladx < f \B(x, 2n) - B2n\fizn)(x)dx < [ \B(x,2n) - B2n\(3dx
Jo Jo J

(o]

Det kan derfor udtrykkes som en slags middelveerdi. Der findes et tal £ E]0.1[, s&
f1(B(x, 2n) - B2n)f ™ (x)dx =/ (2i)(?) (B(x, 2n) - B2)dx = -B2¥T ™ (?)
Jo Jo

idet vi benytter (14). Nar vi substituerer den ene omregning i den forrige hele vejen tilbage til (23) far vi Euler-MacLaurins
formel, .
n

[ f)dx = /(0 + /() ciu A2 fun)(c)
% @2)\J

Formlen kan naturligvis transformeres til et vilkarligt interval, f. eks. intervallet [xi,x2], idet vi nu finder ? e\xi,x2].

C /()= ~(/(*i)+/(®2))+ (/-1 (") - 1 (2-1)(x2)
sl -B2nfwW {0

Af pladshensyn deles denne artikel i to. Anden del af
Mogens Esrom Larsens artikel handler om bemoullital-
lenes forbindelse med Romberg integration. Den bringes
i ngeste nummer af KVANT.(red.)

Mogens Esrom Larsen er
redakter afmatematikken i
KVANT. Han er ansat som
lektor ved Kgbenhavns
Universitet.
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Vejledning for forfattere

Redaktionen af KVANT modtager meget gerne artikler
fra leserne. Indholdet af artiklerne ber veare forstaelig
for personer med interesse for fysik - séledes at en god
gymnasieelev vil fa noget ud af at leese artiklen. Illustra-
tioner til artiklerneer meget velkomne.

Det er habet, at der vil komme en rakke rubrikker
- der er allerede en debatside, som er aben for indleeg
om alt hvad der rgrer sig om fysik. Bladet vil ogsa
bringe meddelelser fra Dansk Fysisk Selskab og Selsk-
abet for Naturlerens Udbredelse, ligesom omtale af ar-
rangementer, der kan have interesse for fysikinteresserede
vil blive bragt. Da der kun kommer fire numre om aret
skal der gives meddelelse om et givet arrangement i god
tid, hvis det skal kunne komme med i bladet. Redaktionen
vil ogsa straebe efter at kunne bringe korte notitser med
friske nyheder og anmeldelser af bgger af interesse for
fysikere.

Vejledning i udformning af artikler til KVANT

For at lette produktionen modtages artikler helst pa elek-
tronisk facon. Det kan enten veere som elektronisk post til
e-mail adressen
kvant@nbivax.nbi.dk
eller (hellere) pa en DOS-formatteret diskette, der sendes
til
KVANT
c/o Mads Hammerich
Gersonsvej 40
2900 Hellerup
eller afleveres til et redaktionsmedlem sammen med
eventuelle figurer, og - meget vigtigt - et billede og en
praesentation af forfatteren, i stil med de praesentationer,

der findes i slutningen af hver artikel i dette nummer.

Teksten kan veere skrevet i DTgX, som ren ASCII fil, i
WordPerfect eller Word. De farste formater foretraekkes.

Formler og specielle symboler kan indsattes i teks-
ten med IATpXeller TpX. De modtages dog under alle
omstendigheder ogsa gerne pa papir.

Illustrationer og billeder til artiklerne afleveres separat
- det er (endnu) en kvalitetsmasssig fordel at indsatte
disse i artiklen pad szdvanlig facon. Undlad venligst at
afseette plads til dem i teksten, men placer figurforklarin-
gen til sidst eller for sig selv.

Tabeller og opstillinger gnskes som simple opstillinger
med tabulatorer. Brug ikke for megen energi pa at lave
“snedige” opstillinger med linier og lignende, men vis
gerne pa papir hvordan du selv ville foretreekke det.

» Forfatternavne skrives med kursiv.
o Afsnitoverskrifter skrives med fed skrift.

» Der er ingen tomme linier mellem afsnit, men de
indledes med en indrykning (tabulering).

» Referencer anfgres i teksten med et lgftet ciffer,
og anfares til sidst i artiklen med nummer, forfat-
ter, artikel (eventuelt bind-nummer med fed skrift),
sidetal og drstal i parentes.

» Husk et billede og en kort prasentation af forfat-
teren.

 Forfattere der skriver i DTgXkan rekvirere en ska-
belon.at skrive i, hos redaktionen.

Abonnement pa KVANT

koster 135 kr for en argang og vil blive opkravet pr. giro. Nye abonnenter vil modtage eventuelle tidligere numre
af den lgbende argang. Medlemmer af Dansk Fysisk Selskab og Selskabet for Naturlerens Udbredelse vil modtage

bladet som et medlemsblad.

Hvis du mener at du har abonnement, men ikke far bladet - har du nok glemt at melde flytning af bladet hos dit lokale
postkontor, eller maske har du ikke betalt. Bemark at flytning af KVANT skal meddeles postvasenet eksplicit!
Abonnement tegnes ved at skrive til
Lene Kgrner, Matematisk Insitut, Universitetsparken 5, 2100 Kgbenhavn 0, e-mail: korner@ math.ku.dk


mailto:kvant@nbivax.nbi.dk
mailto:korner@math.ku.dk
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Meddelelser fra bestyrelsen af Dansk Fysisk Selskab

Fremover vil der i Kvant vere en rubrik med meddelelser fra Dansk Fysisk Selskab. Formalet er at forsgge at
informere medlemmerne bedre. Peter Bodin vil som DFS's Kvant-sekretaer varetage redigeringen af denne rubrik og
varetage kommunikationen med Kvants’ redakter Mads Hammerich

Medlemmer i bestyrelsen

Jakob Bohr - formand - Fysisk Institut, DTU. Fax: 45 93 16 69

Preben Alstram - formand for faststoffysiksektionen - NBI. Fax. 35 32 04 60

Jens Juul Rasmussen - formand for Atomfysiksektionen. Risg. Fax: 46 75 40 64

Poul V. Thomsen - formand for Sektionen for Uddannelse of Undervisning. Fax: 86120740
Allan H. Sgrensen - kasserer - AU. Fax: 86 12 07 40

Torsten Freltoft, NKT Forskningscenter. Fax. 43 63 00 99

Dan Birkedal, Mikroelektronik Centeret, DTU. Fax: 42 88 77 62

Peter Bodin - Kvant-sekreteer - NKT Forskningscenter. Fax: 43 63 00 99

Dorthe Posselt - Rep. for Netverk for Kvinder - IMFUFA. RUC. Fax: 46 75 50 65

DFS’s arsregnskab 1993

Vedlagt er Dansk Fysisk Selskabs ‘Arsregnskab 1993°. Det store overskud fra arsmodet i 1993 skyldes dels, at der
var vaesentlig flere deltagere end budgetteret med. og dels at det derfor var muligt for Nils O. Andersen at
omforhandle kontrakten med Lalandia Badeland. Arsmadet for 1994 forventes at komme til at balancere indenfor
5000 kr.

Academia Europae

Den 11. april 1994 uddelte Academia Europae deres ‘Prizes for Young Scientists in Russia'. 3 priser uddeltes i
Dansk Fysisk Selskabs navn. Modtagerne delte 1000 Pund Sterling, svarende til resultatet af @stEuropa
Indsamlingen. 11995 vil det geografiske omrade blive udvidet til at dekke hele det tidligere Sovjet Unionen.
Prismodtagere:

V. L Korenev, loffe Institute, St. Petersburg -

'Effective magneticfields ofspin-orbit mteractions in GaAs AlGaAs quantum vells -

A. L. Shabalin. Inst. Nuclear Physics, Novosibirsk -

- The physics ofelectro hydrodynamic ion emission’

D. A. Saphozhnikov, Physics Dept., Moscow State University -

‘Self-action phenomena in severely distorted non-linear mave fields containing shockfronts'

DFS’s Arsmgde 1994
Arsmadet for 1995 vil blive afholdt 1. til 2. juni med start om aftenen d. 30. maj



Dansk Fysisk Selskab

NKT’s Forskerpris 1995

Medlemmer af Dansk Fysisk Selskab opfordres hermed til at indsende forslag til
modtager af NKT's Forskerpris 1995.

Prisen er pa 100.000 kr og tildeles pa ulige arstal en fysiker og pa lige arstal en
kemiker. Prisuddelingen i 1995 sker ved Dansk Fysisk Selskabs arsmgade.

Tildelingen skal ifglge fundatsen udtrykke en anerkendelse af en forskningsindsats
af betydelig international veegt inden for grundlaeggende eller anvendt fysik.
Forskningsindsatsen skal vere af nyere dato og der laegges vegt pa at
prismodtageren er aktiv forsker med tilknytning til dansk fysik. Bade yngre og
&ldre forskere kan komme i betragtning som prismodtagere. Prisen tildeles
normalt én person, men kan undtagelsesvis tildeles flere personer, hvis disse har
veeret feelles om og alle har ydet afgerende bidrag til den forskningsindsats, der
danner baggrund for belgnningen.

Nomineringer indsendes pa nedenforstdende skema. Derudover kan der eventuelt
medsendes uafhangige statteskrivelser. NKT A/S stiller sekretariat til radighed
for priskommiteen. Materialet indsendes til NKT senest den 15. marts, 1995.

NKT Research Center A/S
Sognevej 11
2605 Brgndby
att: Direktgr Sgren Isaksen



Name of nominee

Address

Citation
Short description of research (maximum 50 words)

Vitae
Brief vitae and important publications

References
Name two or more persons for futher peer review of the nomenee

Name Address

Signature

Name and address

Submit the nomination to NKT Researh Center before marts 15, 1995

NKT Research Center A/S
Sognevej 11
2605 Brgndby
att: Direktgr Sgren Isaksen






