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Kaotisk spredning
Klaus Lindemann, Henrik Qvist Lorensen og Jesper Nygård, 
Niels Bohr Institutet

Introduktion
I en beholder med gas farer et helt uoverskueligt antal 
molekyler rundt mellem hinanden, kolliderer og ændrer 
fart og retning fra det ene øjeblik til det andet —  en 
forfærdelig uorden på det mikroskopiske plan. Alligevel 
kan vi sagtens beregne gassens tryk, temperatur o.lign. I 
termodynamikken benytter vi nemlig statistiske antagelser 
og metoder til at beregne visse makroskopiske gennem­
snit, i stedet for at følge hver enkelt partikel i gassen. Selv 
med de kraftigste computere kan vi ikke beregne alle 1023 
molekylers mikroskopiske bevægelse. Det kolossale antal 
variable gør systemet alt for kompliceret.

Et stort antal frihedsgrader er imidlertid ikke en 
nødvendig forudsætning for, at et system kan opføre sig 
på en indviklet og uberegnelig måde. Selv meget en­
kle dynamiske systemer kan udvise forskellige former 
for irregulær, ikke-periodisk opførsel. Fælles for disse 
såkaldte kaotiske systemer er en ekstrem følsomhed over­
for variationer af begyndelsesbetingelserne. I praksis gør 
dette deres opførsel uforudsigelig, da fastlæggelsen af be­
gyndelsesbetingelserne altid vil være behæftet med en vis 
usikkerhed.

For at undersøge de mikroskopiske mekanismer ved 
diffusion i en gas nærmere, må vi først reducere systemet 
til kun at have ganske få frihedsgrader. Vi kan f.eks. be­
tragte en lille, let partikel, der diffunderer blandt store, 
tunge kugler. I dette tilfælde kan den såkaldte Lorentz- 
gas benyttes som en to-dimensionel model. Her lader man 
en punktformig partikel kollidere med skiver, der er pla­
ceret fast i planen. Partiklens bane viser sig oftest at være 
særdeles irregulær (fig.l).

Figur 1. Eksempel på en kompliceret partikelbane i en 
Lorentz-gas

En simplificering af Lorentz-gassen er det såkaldte 
3-skive system: En partikel reflekteres elastisk mellem tre 
skiver placeret i en ligesidet trekant. Der er tale om sim­
pel geometri. Partiklens bane bestemmes alene ved spej­
lingsloven. Tilsyneladende er det et ganske ukompliceret 
system. Alligevel har det de seneste år været genstand for 
intensive teoretiske studier. Nye teorier indenfor studiet 
af kaotiske fænomener er blevet afprøvet på dette enkle 
system, som har vist sig at være langt mindre trivielt, end

man umiddelbart kan forestille sig.
Vi giver i denne artikel en kvalitativ introduktion til 

3-skive systemet og beskriver et simpelt eksperiment, der 
demonstrerer dets kaotiske dynamik.

Det ustabile skelet

Lad os undersøge, hvorledes en partikel kan opføre sig i 
systemet. Man ser umiddelbart, at den kan bevæge sig 
i forskellige periodiske baner, de såkaldte cykler. I det 
simpleste tilfælde bevæger partiklen sig på forbindelses­
linien mellem to skivers centre (fig.2.a). En anden simpel 
partikelbane er den indskrevne trekant mellem skiverne 
(fig.2.b). Der eksisterer dog mere komplicerede peri­
odiske baner. På fig.2.c ses et eksempel, hvor banen 
gentages efter fem refleksioner. Faktisk kan man kon­
struere vilkårligt lange cykler.

Som en følgende artikel vil give indtryk af, er netop 
de periodiske baner fundamentale for studiet af systemet 
-  de udgør så at sige systemets dynamiske skelet.

Figur 2. Eksempler på periodiske baner.

Figur 3. a) Den simple periodiske banes ustabilitet.
b) Spredning ved refleksion.

Fælles for alle de periodiske baner er imidlertid, at 
de er ustabile. Giver man partiklen et lille skub, vil den 
hurtigt bevæge sig længere og længere væk fra banen. Ek­
sempelvis vil partiklen fra fig.2.a ved en lille forstyrrelse 
zig-zag’e sig ud som vist på fig. 3.a. Banen er ustabil 
overfor uendeligt små forstyrrelser —  som en knappenål, 
der balancerer på sin spids.

Det er skivernes konvekse rande, der kendetegner sys­
temet. Disse bevirker, at der ved refleksion skabes en vis
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vinkelforskel mellem to tidligere parallelle partikelbaner 
(fig. 3.b). Afvigelsen vil vokse for hver refleksion, og par­
tiklernes baner bliver hurtigt helt forskellige (fig. 4). Der 
vil altså være stor følsomhed overfor begyndelsesbetin­
gelserne —  kendetegnet for kaos.

Figur 4. Følsomhed overfor begyndelsesbetingelserne.

sådan kurve kaldes en selvsimilærfraktal. Dette forhold er 
illustreret på fig. 6  nederst, hvor et udsnit af det foregående 
plot er forstørret.

Et kaotisk spredningsforsøg

Skyder man partikler ind i systemet, vil det være svært at 
forudsige, hvor de forlader det. Dette kan man indse ved 
at foretage spredningsforsøg, dvs. sende partikler ind mod 
systemet fra forskellige retninger og undersøge i hvilke 
retninger de kommer ud. Retningerne kan beskrives ved 
ind- og udgangsvinkel defineret på fig. 5, idet vi kun sigter 
mod systemets centrum. Bemærk at partikler, der skydes 
ind i systemet udefra, ikke kan nå ind i periodiske baner, 
da disse er lukkede.

Figur 5. Definition af ind- og udgangsvinkel.

Vi kan simulere sådanne eksperimenter på en com­
puter. På fig. 6  øverst ses resultatet af et sådant computer­
eksperiment. Udgangsvinklen er afbildet som funktion af 
indgangsvinklen. Plottet viser altså, hvordan en partikel­
stråle bliver afbøjet ved forskellige indgangsvinkler. Den 
første del af kurven er kontinuert, hvilket viser at systemet 
opfører sig “pænt” ved disse vinkler —  en lille ændring 
af indgangsvinklen medfører en lille ændring af udgangs­
vinklen. Mellem de kontinuerte stykker findes områder, 
der klart afspejler systemets kaotiske natur. Her består 
plottet tilsyneladende af punkter, der er spredt helt ustruk­
tureret. Dette angiver, at en lille ændring af indgangs­
vinklen bevirker, at partiklen kommer ud et helt andet sted 
(fig. 4). Vi ser således tydeligt den ekstreme følsomhed 
overfor begyndelsesbetingelserne. Ved nærmere eftersyn 
opdager man imidlertid, at alle punkterne i de kaotiske 
områder udgøres af kontinuerte kurver, som igen er ad­
skilt af “støv” osv., ad infinitum. De kontinuerte dele 
er ligedannede med de ovenfornævnte kurvestykker. En

Figur 6. Udgangsvinkel som funktion af indgangsvinkel. Den 
nederste figur er en forstørrelse af det indrammede område.

Figur 7. En laserstråle sendes ind fra venstre. Fotografisk 
optagelse af det spredte lys.

Laser pinball
Ovenstående spredningsforsøg har vi udført i praksis ved 
at skyde en laserstråle ind mellem tre reflekterende cylin­
dre, som beskrevet nærmere i boksen på næste side. Idet 
vi erstatter partiklen med en laserstråle, må vi tage højde 
for, at den ikke, i modsætning til partikelbanerne i com­
putereksperimentet, er én-dimensional, men har en vis 
bredde. Vi har altså ikke at gøre med én veldefineret ind-
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gangsposition, men snarere et positionsinterval. Dette kan 
vi betragte som et interval af indgangsvinkler, og derfor 
må vi, udfra fig. 6 , forvente, at strålen vil blive splittet 
op i mange dele. Denne effekt ses på billedet på fig. 7, 
hvor det er tydeligt, at strålen er blevet spredt ud over 
systemet. For en given indgangsvinkel kan vi altså ikke 
eksperimentelt fastlægge udgangsvinklen, men må i stedet 
måle lysintensiteterne rundt langs systemets periferi. Re­
sultatet af en måling ses på fig. 8 . Kurver som denne er 
det eneste resultat, som målinger på vores opstilling kan 
give.

Idet vi husker at systemet ikke indeholder stabile baner, 
kunne man frygte, at de målte kurver ville være struk- 
turløse og tilfældige. Eksperimentet viser imidlertid at der 
forekommer reproducerbare, tydelige strukturer. Hvordan 
kan der opstå strukturer i et så ustabilt system ?

Vi kan ikke umiddelbart besvare dette spørgsmål ud­
fra eksperimentet. I stedet kan vi foretage et tilsvarende 
computereksperiment. Lysstrålen repræsenteres ved et 
stort antal partikler, der skydes ind ad parallelle baner i 
en bredde svarende til laserstrålen. Som det ses af fig. 9, 
opstår her nøjagtigt de samme strukturer. For den givne 
indgangsvinkel er de målte kurver altså karakteristiske 
for systemet.

Figur 8. En måling af lysintensitet.

Figur 9. Simulation svarende til målingen vist på fig. 8.

Bidragene til intensiteten kommer fra forskellige dele 
af strålen. Nogle vil forlade systemet efter få reflek­
sioner, mens andre vil nå at blive reflekteret mange gange. 
En nærmere analyse viser at kurvens strukturer hoved­
sagligt er opbygget af stråler, der kun er blevet reflekteret 
få gange, inden de slipper ud. De ældre generationer, 
som er blevet påvirket meget af systemets ustabiliteter, 
har forsvindende betydning fordi de dels er blevet meget 
svage, dels fordi ustabiliteterne har jævnet intensiteten ud

i vinkelrummet.
Vi kan udfra simulationen optælle, hvor mange par­

tikler, der vil være tilbage efter hver refleksion. Dette 
viser sig at være eksponentielt aftagende. Placerer man et 
stort antal partikler i systemet, vil der efter hver refleksion 
forsvinde en konstant brøkdel. Antallet N  af partikler i 
systemet efter n  refleksioner er altså N ( n )  = N 0e~in , 
hvor 7  kaldes systemets escape rate.

Eksperimenter: 3-skive systemet kan let demonst­
reres i praksis ved at skyde en laserstråle ind blandt 
tre reflekterende cylindre, f.eks. paprør omviklet med 
sølvpapir. Det interessante sker, når strålen sendes 
ind, så den bliver reflekteret mange gange. Man kan 
dog kun følge den få refleksioner, før den spredes i 
hele systemet. Derfor dannes der flotte mønstre på un­
derlaget, når strålen vinkles lidt ned. Drejes laseren en 
smule, ses det at mønstrene ændres markant. En lille 
ændring på indgangsparametren giver en helt anden 
strålefordeling i systemet, pga. følsomheden overfor 
begyndelsesbetingelserne. Vi har her en tydelig kvali­
tativ demonstration af den kaotiske dynamik.
Ønsker man at foretage en kvantitativ undersøgelse, 
kræver det en mere nøjagtig opstilling. Vi har anvendt 
aluminiserede glascylindre af optisk kvalitet. Inten­
siteten af det udsendte lys måles langs systemets peri­
feri. Signalerne registeres af en computer, der vha. en 
stepmotor styrer den arm, hvorpå detektoren sidder.

laser

Skitse af den anvendte opstilling.

Den frastødende Cantor-mængde.
Systemets skelet af periodiske baner har en særlig struktur, 
som vi her vil karakterisere nærmere. For at fastlægge en 
partikels tilstand ved refleksion på en skive kræves to vari­
able: position, angivet ved en vinkel 9 , og indfaldsvinkel <p 
(fig. 10). Vi definerer nu det såkaldte faserum, som har 
én dimension for hver af systemets frihedsgrader. Punkter 
i dette rum fastlægger tilstande af det betragtede system. 
I vores tilfælde er faserummet et to-dimensionalt vinkel­
rum, hvor (0,<p) E [0; 27r[x | V i  kan her tillægge
hver af skiverne et sådant vinkelrum.

Lader vi en partikel blive reflekteret på en skive, kan 
den enten forsvinde ud af systemet eller blive sendt over 
på en af de to andre skiver. Vi betragter nu udelukkende 
partikler med koordinater (0 1} i f i),  der bliver reflekteret 
fra skive 1 til skive 2. Partiklerne vil på skive 2 kunne 
tilskrives et nyt sæt koordinater (62, ^ 2) (fig- 10). En 
refleksion svarer altså til en koordinat-afbildning fra et 
vinkelrum til et andet. I vinkelrummet for skive 1 vil det 
område, der er skitseret på fig. 11  .a, repræsentere partik-
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ler, som bliver reflekteret over på skive 2. På fig. l l .b  
ses billedet af dette område ved koordinat-afbildningen. 
Formen indses som følger: I vinkelrummet for skive 2 
er indtegnet to områder. I det stiplede reflekteres par­
tiklerne over på skive 1, mens det fuldt optrukne angiver 
partikler, der kommer fra  skive 1. For de enkelte partik­
ler er den eneste forskel, at deres retningsvektor vendes, 
svarende til et fortegnsskift for ip. De to områder er derfor 
hinandens spejlbilleder. Den skraverede fællesmængde 
repræsenterer partikler, der kommer fra skive 1, reflek­
teres på skive 2, for derefter at ramme skive 1 igen.

Figur 10. Definition af variable ved refleksion.

Figur 11. Afbildning fra vinkelrum til vinkelrum ved reflek­
sion mellem to skiver.

Vi introducerer nu den tredje skive i systemet. Af sym­
metrigrunde kan vi nøjes med at beskrive, hvad der sker i ét 
vinkelrum. Afbildningen ovenfor kan benyttes på alle re­
fleksioner mellem to skiver. Hvis vi nu lader alle tænkelige 
begyndelsesbetingelser være repræsenteret i vinkelrum­
met, vil der efter én refleksion være to bånd tilbage, et for 
hver skive. Igen angiver overlapningsområderne partikler, 
som vil forblive i systemet efter endnu en refleksion. Ved 
næste refleksion får vi 4 områder, efter endnu en reflek­
sion 8 osv. (fig. 13). Escape raten angiver, at områdernes 
samlede areal reduceres med en konstant brøkdel for hver 
refleksion.

Spejler vi de opsplittede striber, som angiver, at partik­
lerne er n  refleksioner gamle, vil overlapningsområdeme 
nu udpege de partikler, der har overlevet mindst n reflek­
sioner og som forbliver i systemet mindst n refleksioner 
ud i fremtiden. Man finder, at der ialt er 4" sådanne 
disjunkte områder. For n  —* oo konvergerer arealet mod 
nul, således at vi i grænsen har uendelig mange isolerede 
punkter. Hver af disse repræsenterer en partikel, som

aldrig undslipper systemet. Sådanne baner kan opdeles 
i to typer: De periodiske baner, som er lukkede, og de 
kaotiske baner, som aldrig gentager sig selv, men alligevel 
forbliver i systemet. De periodiske baner ligger “tæt” 
blandt alle disse baner, på samme måde som de rationale 
tal ligger blandt de reelle.

Figur 12. En egenskab ved koordinat-afbildningen er, at 
punktmængder sammentrykkes i den ene retning, men 
strækkes i den anden. Her betragtes samme to områder som i 
fig. 11. Deformationen er illustreret ved at angive placeringen 
af udvalgte punkter (den indlagte figur) efter afbildningen.

Figur 13. Vinkelrum ved refleksion mellem tre skiver. For 
hver refleksion fordobles antallet af overlapningsområder.

Vi erindrer, at alle baner er ustabile. Dette må betyde, 
at tilstande i punkternes omegn fjerner sig fra dem ved 
refleksion. De tilbageblivne punkter er altså frastødende 
punkter i vinkelrummet. Derfor kaldes den fremkomne 
punktmængde for en repeller (frastøder). Dette adskiller 
systemet fra de fleste velkendte kaotiske systemer, hvor 
der i faserummet findes en tiltrækkende punktmængde. I 
sådanne tilfælde kaldes punktmængden en attraktor.

b i b m b

■  ■ ■  ■ ■  ■ ■  ■
I I  I I i l  i l 1 1  1 1 i i  i l
m i  n  ii n i i  n u m i  n n n i  n i

Figur 14. Cantor-mængden, en velkendt fraktal. Ved genta­
gen proces fjernes den midterste tredjedel af det foregående 
interval. I grænsen består mængden af uendelig mange punk­
ter, men har samlet længde nul. Den fraktale dimension er 
| 2 | |  =  0 .630  . . .. altså ikke heltallig.

Den måde repelleren dannes på, svarer til konstruk­
tionen af den såkaldte Cantor-mængde, der er en af de 
simpleste fraktaler (fig. 14). Udfra vores simulationer
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kan man let få et indtryk af Cantor-mængdens struktur. 
På fig. 15 er (0, p )  afsat for de refleksioner, som et stort 
antal partikler har foretaget i systemet. Nogle partikler 
forsvinder hurtigt ud af systemet. Andre overlever mange 
refleksioner og bliver repræsenteret ved mange punkter 
i vinkelrummet. Derfor vil der i plottet afsættes relativt 
mange punkter i områder, som sikrer mange refleksioner. 
Da en partikel bliver længe i systemet, hvis den bevæger 
sig tæt på en periodisk bane, fremkommer den Cantor- 
agtige struktur.

Figur 15. Den Cantor-agtige mængde frembragt ved simula­
tion. Ved et lodret snit i figuren fås en mængde svarende til 
fig. 14.

I en kommende artikel udnyttes netop det forhold, 
at enhver bane kan tilnærmes ved de dele af periodiske 
baner, den er tættest på. Ved en mere formel beskrivelse 
af systemet kan man entydigt fastlægge alle periodiske

baner. På denne måde udvikles en ny metode til teoretisk 
klarlæggelse af systemets dynamik.
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Supplerende læsning

C. Bercovich, U. Smilansky & G. P. Farmelo, Demonstra­
tion o f classical chaotic scattering, Eur. J. Phys. 12, 122 
(1991)

Klaus Lindemann, Henrik Qvist Lorensen og Jesper Nygård 
er førstedels fysik- og matematikstuderende på Københavns 
Universitet. I forbindelse med deres studier udfører de eksper­
imentelt arbejde i Center fo r  Chaos and Turbulence Studies 
ved Niels Bohr Institutet.

Tycho død af kviksølvforgiftning!
KVANT, der følger dansk fysik i fortid og nutid, er stolt 
over at kunne bringe nyt om Tycho Brahe’s skæbne. Fra 
Claus Thykier, Ole Rømer Museet, har vi modtaget:
Den traditionelle historie om Tycho Brahes død den 24 
oktober 1601 fortæller, at han ved en fornem middag var 
for genert til at gå på toilettet, da han skulle tisse. Det 
havde katastrofale følger, blæren sprak og han døde efter et 
smertefuldt sygeleje. Beretningen er malerisk, men passer 
ikke med samtidige beretninger fra Kepler og andre, der 
overværede dødslejet. Det er sandt at Tycho blev syg ved 
en middag den 13 oktober, men beretningerne tyder mere 
på, at dødsårsagen er pludselig uræmi, urinforgiftning, 
fremkaldt afen plantegift eller et tungmetal.

I 1901 blev Tychos grav i Prag åbnet; man ønskede 
at se, om det virkelig var ham. der var begravet i den. I 
den forbindelse blev hans ligklæder og skæg fjernet fra 
graven for at blive udstillet. Tjekkoslovakiet forærede i 
1991, Tycho Brahe Planetariet lidt af skægget. Gennem

Ole Rømer Museet blev der skabt forbindelse til Bent 
Kæmpe, retskemisk institut, som indvilligede i at ana­
lysere skæghårene for tungmetaller. Det er især arsén 
(hyppigt brugt til giftmord) og kviksølv (som indgik i 
flere af Tychos hjemmelavede mediciner), der kunne un­
dersøges for. Disse metaller efterlader varige spor i 
skæg, hår og negle. Undersøgelsen gav som resultat, 
at arsenindholdet ikke var særlig højt. Mordteorien står 
svagt. Derimod viste skægget et stort indhold af kviksølv 
(6,25 jig/g skæg). Bent Kæmpes konklusion er derfor, 
at Tycho Brahes uræmi sandsynligvis stammede fra en 
kviksølvforgiftning. Den har han måske pådraget sig ved 
forsøg med en eliksir kort før den famøse middag.

Dette kan til gengæld først bestyrkes efter yderligere 
undersøgelser hvor skægget undersøges en halv centime­
ter ad gangen. Hypotesen er at det meste af kviksølvet 
skal findes i den inderste halve centimeter af skægget.
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Fra oliedråber til kvantelåse
Thorsten Holst, NKT Research Center

Tanken om at elektricitet skulle være kvantiseret opstod 
i 1800-tallet, og i 1892 kunne hollænderen H.A. Lorentz 
fremlægge sin elektronteori. Undersøgelser fra den tid 
viste, at katodestråler var det samme som Lorentz’s elek­
troner. lårene 1909-1910 udførte den amerikanske fysiker 
R.A. Millikan fra universitet i Chicago en række berømte 
eksperimenter med elektrisk ladning på oliedråber1. Han 
iagttog, at den totale ladning på en oliedråbe altid var 
et helt antal af en mindste ladningsenhed, elektronens 
ladning e, og målte denne fundamentale størrelse til 
— 1.630 x 10“ 19 C, hvilket er tæt på den i dag ac­
cepterede værdi på e =  —1,6022 x 10“ 19 C.

Siden Millikans tid er det blevet muligt i vakuum 
vel at mærke både at detektere og kontrollere elektroner 
enkeltvis. Derimod er manipulationen med de enkelte 
elektroner i faste stoffer bestemt ikke så ligetil, fordi af­
standen mellem elektronerne er sammenlignelig med ud­
strækningen af deres bølgefunktion. I dag, hundrede år 
efter at Lorentz opstillede sin teori om elektroner, har 
en række eksperimenter med ultrasmå metalliske tunnel­
dioder vist, at effekten af én elektron lader sig detek­
tere i et elektrisk kredsløb, hvilket igen danner grundlaget 
for at transportere elektroner enkeltvis gennem elektriske 
kredsløb.

Figur 1. Millikans tegning af forsøgsopstillingen til måling af 
elektronens ladning.

Millikans oliedråber

Princippet bag Millikans måleopstilling, der er vist på 
figur 1, er simpelt. Ved at sprøjte olie gennem en dyse 
A opstår en sky af små oliepartikler. Under denne pro­
ces gnider oliedråbeme mod hinanden, hvorved en del af

elektronerne omfordeler sig, så de enkelte dråber ikke 
længere er ladningsneutrale. Efter et stykke tid er en eller 
flere oliedråber faldet ned i selve målekammeret, som 
består af to kondensatorplader M og N. Ved at påtrykke 
pladerne en spænding fra batteriet B på mellem 3 og 8 
kV/cm kan en oliedråbe trækkes opad mod tyngdekraften 
af det elektriske felt. Lige før dråben når toppladen afbry­
des spændingen på kontakten S, og oliedråben falder lang­
somt ned igen. Lyset fra en kulbuelampe får oliedråberne 
til at lyse op som små stjerner på en mørk baggrund, og 
med et mikroskop kan de individuelle oliedråber nu ty­
deligt følges. Med et stopur noteres nu stigtiden og faldti- 
den over en veldefineret afstand på omkring 1 cm. Faldti- 
den siger noget om massen af oliedråben og gnidningen 
mellem luftmolekylerne og dråben. Derimod afhænger 
stigtiden også af den elektriske ladning på oliedråben. 
Millikan målte, at stigtideme kun kunne antage værdier, 
som nøje svarede til, at ladningen Q på dråben var ne. 
Antallet n af overskydende eller manglende elektroner på 
oliedråben kunne variere fra godt et hundrede helt ned til 
én enkelt elektron.

Millikans succes beroede på, at han var i stand til at 
holde den samme oliedråbe under observation i timevis. 
Andre fysikere havde i samme periode lavet lignende 
forsøg men uden Millikans grundighed og præcision. 
Nogle havde målt på den gennemsnitlige bevægelse af en 
sky af små ladede partikler, mens andre godt nok kunne 
observere de enkelte partikler men kun i få minuter; så 
var dråberne enter fordampede eller blevet forstyrret i 
deres bane af støvpartikler eller luftstrømninger. Belært 
af disse erfaringer havde Millikan koncentreret sig om 
dels at fjerne støv og dels at undgå luftstrømninger, som 
skyldes temperaturforskelle. Eksempelvis blev lyset fra 
kulbuelampen filtreret gennem to fod vand og kun lej­
lighedsvis tændt for at følge oliedråbens bevægelse. Et 
andet vigtigt element i eksperimentet er at holde dråbens 
masse konstant under forsøget. Derfor skal man bruge en 
væske med et meget lavt damptryk, så fordampningen er 
mindst mulig. Selv for de mest ikke-flygtige væsker var 
det vigtigt at have dråberne i ligevægt med deres mættede 
damptryk.

Til udregning af elektronens ladning skal man kende 
et udtryk for gnidningskraften på oliedråben, når den 
bevæger sig gennem luften. Bruger man Stokes lov, 
er gnidningskraften proportional med dråbens diameter 
d. Oliedråberne i Millikans forsøg havde en diame­
ter, der spændte fra godt en halv mikrometer op til godt 
ti mikrometer. Da den fri middelvejlængde / for luft­
molekyler ved stuetemperatur og atmosfærisk tryk er af 
størrelsesorden 10“ ' m og altså sammenlignelig med de 
mindste dråber, var det nødvendigt for Millikan at indføre
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en korrektion til Stokes lov, som var proportional med 
I/d. Hvis oliedråbeme bliver alt for små, vil sammenstød 
med luftmolekylerne give dråberne en ujævn bane, som 
svarer til Brownske bevægelser. Det nærmeste Millikan 
kom på en egentlig kontrol med antallet af elementarlad- 
ninger på dråberne, var ved at ionisere en del af luft­
molekylerne med stråling fra en radioaktiv radiumkilde. 
Hvis f.eks. oliedråben skulle tilføres ekstra negativ lad­
ning, blev dråben ved hjælp af det elektriske felt holdt 
tæt på den positivt opladede kondensatorplade. Derved er 
sandsynligheden størst for, at dråben indfanger en negativ 
ion.

Figur 2. a) M etalelektroden mellem kondensatoren til ven­
stre og tunneldioden til højre former en isoleret ø (indrammet 
med stiplet linje). Den elektrisk ladning på øen, Q = ne, 
kan kun ændres ved, at elektroner tunnellerer gennem tunnel­
dioden. Tunneldioden er karakteriseret ved en kapacitans C 
og en tunnelmodstand R t . Den totale kapacitans af øen er 
CV =  C  +  C g . b) Elektrometer opbygget med to ultrasmå 
tunneldioder. Selv tilstedeværelsen af ekstra elektrisk ladning 
på gate-kondensatoren C g svarende til en brøkdel af en elek­
tronladning, vil resultere i en målelig ændring af strømmen 
gennem elektrometeret.

Effekten fra én elektron

I elektriske kredsløb kan Millikans oliedråber erstattes 
med små isolerede metaløer. Vi antager, at ladningstrans­
porten til og fra en ø kun kan ske ved kvantemekanisk 
tunnellering af elektroner gennem en tunneldiode som 
vist på figur 2a. For at sikre et veldefineret antal elek­
troner på metaløen. må vi kræve, at tunneldiodens tun­
nelmodstand R t  er meget større end modstandskvantet 
R k  =  h /e 2 ~  2 5 ,8 kCl. I modsat fald er tunnelbarrieren 
for "gennemsigtig", og man må tage hensyn til kvante­
fluktuationer af den nu kun delvis lokaliserede elektriske 
ladning på øen. Tunnelmodstanden er ikke en modstand i 
gængs betydning (der er ingen tunnellering i almindelige 
ohmske modstande, og strømmen flyder derfor kontinuert) 
men kan relateres til transmissionssandsynligheden r  gen­
nem det rene tunnelelement (dvs. uden kapacitansen C) og

antallet af uafhængige elektronkanaler p  gennem tunnel­
barrieren: R t  oc ( r p )_1. Jo større forholdet er mellem 
Rt  og Rk  - jo bedre en "kvantelås" er tunneldioden.

En anden afgørende betingelse for at kunne manipu­
lere elektroner enkeltvis er, at energien nødvendig for at 
oplade metaløen med én ekstra elektron, Ec = e2H Cs , 
er meget større end energien af de termiske vibrationer 
kBT. Denne betingelse sikrer, at ændringen af metaløens 
potential, der stammer fra tilstedeværelsen af én ekstra 
elektron på metaløen, virker tilbage på sandsynligheden 
for, at andre elektroner tunnellerer. Med moderne elek- 
tronstrålelitograh har man i dag fået mulighed for at lave 
veldefinerede ultrasmå tunneldioder med en tilstrækkelig 
lille kapacitans, så Ec »  kBT. Ultrasmå tunneldioder 
laves ved, at to elektroder overlapper hinanden med typisk 
50 x 50nm2. Den isolerende tunnelbarriere dannes ved 
at oxidere den underste elektrode, inden den øverste elek­
trode pådampes (se ref. 2 for flere detaljer). Kapacitansen 
i så små tunneldioder er nede på omkring 5 x 10-16 F, 
og selv da er det nødvendigt at køle tunneldiodeme ned 
til temperaturer i millikelvinområdet for at dæmpe de ter­
miske svingninger tilstrækkeligt.

På figur 2b er vist et kredsløb med to tunneldioder, 
som tillader en strøm at passere gennem metaløen. Ved 
at påtrykke kondensatoren Cy en kontrolspænding U kan 
man polarisere metaløen og dermed regulere øens elektro­
statiske potential. Hvis U sættes til 0, vil det koste en elek­
tron energien Ec at tunnellere ind på øen. Er spændingen 
V over de to tunneldioder så lille, at eV «  Ec, har 
elektronerne ikke tilstrækkelig med energi og vil derfor 
være forhindret i at passere gennem systemet. Fænomenet 
kaldes Coulomb blokade, da strømmen I gennem tunnel­
diodeme er blokeret, indtil energien eV  bliver sammen­
lignelig med Ec. Ændres kontrolspændingen, sk CgU ~  
e/2, gør man det energimæssigt muligt for en elektron 
først at tunnellere ind på øen fra f.eks. den venstre side og 
derefter forlade øen igen gennem endnu en tunnelproces 
til den højre side. Ud over at en elektron er transporteret 
fra venstre til højre, er den elektrostatiske tilstand uændret 
efter tunnelleringsprocessen, og en ny cyklus kan starte 
igen. Det forbløffende er, at man kan åbne eller lukke for 
en strøm i størrelsesorden 109 elektroner per sekund ved 
at polarisere gate-kondensatoren med en halv elektronlad­
ning (ladningen på en kondensator kan ændres kontinu­
ert). Kredsløbet bruges derfor som et elektrometer med 
en helt unik følsomhed på 1(U4 e/Hz1/ 2 ved 1 kHz.

Selvom princippet i elektrometeret involverer den 
elektrostatiske energi af én elektron, er selve strømmen 
gennem kredsløbet ikke kontrolleret på niveauet af en 
enkelt elektron men tilfældig. Kontrol med strømmen 
på enkelt-elektron niveau kræver mindst to øer med hver 
sin kontrolspænding. Nu består spillet i periodisk at 
hæve og sænke potentialet på øerne ved hjælp af kon- 
trolspændingeme i en sådan rækkefølge, at elektronerne 
enkeltvis transporteres fra den ene ø til den anden. Efter 
hver cyklus er der overført præcis én elektron gennem 
kredsløbet, og strømmen gennem en sådan elektron­
pumpe er / = ef, hvor /  er frekvensen, hvormed kon-
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Figur 3. Øverst er vist blokdiagrammet over kvantelås- 
eksperimentet. Adgang til øen p sker udelukkende gennem 
de fire tunneldioder til højre. Et elektrometer bruges til at 
måle potentialændringen og dermed ladningsændringen på 
øen. Nederst er princippet bag kohærent tunnellering skitseret. 
For de viste energiniveauer (Cs U ~  e/2) kan fire elektroner 
samtidig tunnellere én plads til venstre gennem de fire tunnel­
dioder og effektivt overføre én elektron til øen (vist med pilen). 
Energien af Coulomb blokaden er E c og er næsten ens for de 
tre øer a, b og c.

Figur 4. Øverst er vist et SEM-billede af prøvestykket til 
kvantelås-eksperimentet med fire serieforbundne tunneldioder 
og et elektrometer. Bogstaver og tal er henvisninger til figur 
3. Nederst er en a f  de ultrasmå tunneldiode vist i forstørrelse. 
De to overlappende elektroder er adskilt af en isolerende bar­
riere og former tilsammen tunneldioden. De to overskydende 
elektroder stammer fra den brugte fremstillingsteknik.

trolspændingeme moduleres. Den interesserede læser 
henvises til oversigtsartiklen i Nature3 og referencerne deri 
foren mere komplet beskrivelse af elektriske kredsløb med 
enkelt-elektron effekter.

Med elektronpumpen kan man lave en ny standard 
for amperen, hvis den nuværende relative usikkerhed på 
10~2 kan mindskes til f.eks. 10-8 . Det har selvfølgelig 
metrologernes interesse som beskrevet i et tidligere num­
mer af KVANT2. En anden indfaldsvinkel er at "pumpe" 
præcis n elektroner over på en kalibreret kondensator Ck 
og derefter måle spændingen Vc over kondensatoren med 
et voltmeter, som er kalibreret efter Josephsonstandarden; 
altså Vc -  neJC(, = hf/2e, hvor h er Plancks konstant. En 
sådan måling kan bruges til en alternativ bestemmelse 
af finstrukturkonstanten a ,  hvilket er nyttigt inden for 
metrologien4. Finstrukturkonstanten kan udtrykkes som 
a  = /2li = HdcfCiMn. hvor //0 er permeabiliteten af 
vakuum, og c er lyshastigheden i vakuum.

Kvantelås-eksperimentet
Hvor længe er det muligt at holde præcis n elektroner 
fangne på en metalø, før forskellige processer tillader en 
elektron at tunnellere til eller fra øen ? Teoretiske analyser 
forudsiger, at den vigtigste flugtmekanisme ved lave tem­

peraturer (kB T «  eV «  Ec) er kvantefluktuationerne 
i antallet af elektroner på øen; altså den kendsgerning at 
forholdet R K/RT er småt men ikke præcist nul. Heldigvis 
falder raten T, hvormed elektronerne "siver", drastisk, 
hvis man serieforbinder N  tunneldioder: T oc {RKIRT)N . 
Alene kan en elektron ikke flygte fra øen, og det er 
nødvendigt at etablere et samarbejde mellem flere elek­
troner for at sikre en flugtvej. Processen kaldes kohærent 
tunnellering, da N  elektroner samtidig tunnellerer én plads 
til samme side, hvilket effektivt svarer til, at én elektron 
undslipper eller indfanges på metaløen.

Den franske gruppe ved Service de Physique de l'Etat 
Condensé, CEA Saclay, har designet et eksperiment0, hvor 
en metalø p er forbundet til et ladningsreservoir gen­
nem fire tunneldioder i serie som vist på figur 3. Med 
et elektrometer måles den elektriske ladningsændring på 
metaløen med en tilstrækkelig følsomhed til, at man kan 
skelne de enkelte tunnelleringshændelser fra hinanden. 
Hver af øerne a. b og c er koblet gennem en kondensator C, 
= 0,08 fF til en spændingskilde £/;. Spændingskildemes 
funktion her er kun at udkompensere den uundgåelige 
baggrundsladning på øerne og derved etablere Coulomb 
blokaden. Øen p er koblet til en spændingskilde U, både 
gennem kondensatoren Cs = 0,08 fF men også gennem
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Cp = 2 fF > >  Cs. Energien nødvendig for at placere en 
ekstra elektron på øen p er derfor væsentlig mindre end 
energien, som skal til for at addere en elektron til enhver 
af øerne a, b og c. I et forsøg hvor finstrukturkonstan­
ten ønskes bestemt, er Cp i princippet den kondensator, 
hvorpå man pumper n elektroner ved periodisk at pola­
risere de forskellige øer. Øverst i blokdiagrammet på 
figur 3 er vist elektrometeret med øen m, som er kapaci­
tivt koblet til øen p gennem Cc = 0,24 fF. Har man valgt 
den rigtige polarisationsspænding U0 for elektrometeret, 
vil strømmen I være proportional med ladningsændringen 
på øen p. Ved en biasspænding U = 0, er den stabile 
tilstand for systemet en tilstand, hvor der ikke er ladning 
på nogle af øerne. Øges biasspændingen vil tilstanden 
med én ekstra elektron på p falde i energi, indtil ved Cs U 
= e/2 den har en energi, som er lig med den oprindelige 
tilstand. Vokser biasspændingen yderligere, har tilstanden 
med én elektron ekstra på p en lavere energi end den 
oprindelige tilstand og tilstandene med én elektron på 
a, b og c. Under disse forhold er det nu muligt for en 
elektron at passere fra højre side af kredsløbet hen på p 
ved hjælp af en kohærent tunnelleringsproces. Forsøget 
her var med fire serieforbundne tunneldioder, som skulle 
blokere kvantefluktuationerne på p så effektivt, at raten 
af kohærent tunnellering bliver så lav, at de individuelle 
tunnelleringshændelser let skulle kunne observeres.

fænomener, som man ønsker at observere.
På figur 5 er vist det tidslige forløb af strømmen gen­

nem elektrometeret for en fastholdt biasspænding således, 
at CSU «  e/2. De pludselige ændringer i elektrometer- 
strømmen skyldes, at elektroner enkeltvis hopper over de 
fire tunneldioder. En detaljeret sammenligning med den 
af teorien forudsagte tunnelleringsrate6 og den målte rate 
viser en alvorlig uoverensstemmelse. Den målte rate er 
105 gange højere end forventet, og det selv om man an­
tager, at temperaturen af øerne a, b, c og p er 30 mK højere 
end termometertemperaturen på 16 mK. Denne tempera­
turforskel er den højeste, som man kan få ved at vurdere 
de mulige varmebidrag til øerne. Hverken ekstra filtre 
eller injektion af ekstra støj gennem ledningerne havde 
nogen virkning på elektronernes levetid på øen. Det tyder 
på, at der er en uventet støjkilde internt i systemet, som 
endnu ikke er forstået. På trods af uoverensstemmelse 
med teorien, har dette eksperiment vist, at metrologiske 
målinger, der involverer tælling af elektroner, sandsyn­
ligvis snart kan udføres med en fejl på omkring én fejl-
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Jagten på en ny stoffase
R a s m u s  M ø lle r , N ie ls  B o h r  In s titu te t1

QCD og kvark-gluon plasma fasen.

Siden 1986 har det ved Brookhaven og CERN været 
muligt at studere sammenstød mellem tunge ioner ved 
ultra-relativistiske energier, dvs. energier som er meget 
større end partiklernes masser omsat til energi. Herved er 
der åbnet for eksperimenter i et nyt felt, hvis mål er at 
studere kernestof ved højt tryk og høj temperatur.

Man håber f.eks. at kunne efterligne forholdene i det 
tidlige univers, omkring det tidspunkt hvor man forestiller 
sig, at nukleoneme (protoner og neutroner) blev til. 
Ideelt set ønsker man derfor at undersøge makroskopiske 
stofmængder. De tunge atomkerner er den bedste ap­
proksimation hertil, som er tilgængelig for eksperimen­
ter. I sammenstødene produceres der mange (op til flere 
tusinde) partikler. Man håber så, at man kan holde styr på 
de væsentligste træk ved processerne ved at benytte ter­
modynamikkens sprog, hvor komplekse mangepartikeltil­
stande beskrives ved hjælp af nogle få makroskopiske 
variable (temperatur, tæthed, entropi osv.)2,3.

Inspirationen til at starte denne type eksperimenter kom 
fra teoretiske undersøgelser. De stærke vekselvirkninger 
beskrives i dag ved en teori som kaldes kvantechromo- 
dynamikken (QCD). Kvarkerne, som er nukleonemes 
byggesten, antages at bære en ny slags ladning, kaldet 
“farve”. Feltkvanteme for kraftfeltet kaldes gluoner, og de 
bærer i QCD selv farveladning. Dermed bliver kræfternes 
opførsel væsentligt mere komplicerede end i kvanteelek- 
trodynamikken, hvor feltkvanterne er fotoner, der jo  ikke 
selv bærer elektrisk ladning.

Farvekræfternes styrke beskrives ved en koblingskon­
stant, a s, som spiller samme rolle i QCD som finstruk­
turkonstanten, q , gør i elektrodynamikken. I QCD er a s 
en funktion af den energiskala, som vekselvirkningerne 
foregår ved, og den aftager med voksende energi. Man kan 
så at sige tænke sig, at kvarkernes effektive farveladning 
bliver mindre, jo  tættere på man måler den, idet gluonfel- 
tet kan fordele farveladningen i en sky omkring kvarken. 
Denne effekt indebærer at kvarkerne ved meget store im­
pulsudvekslinger opfører sig som næsten frie partikler. 
“Store” betyder i denne forbindelse væsentligt større end 
ca. 200 MeV/c, som ifølge Heisenbergs usikkerhedsrela­
tion er den impulsudveksling der skal til for at opløse de­
taljer der er mindre end hadronernes størrelse (ca. 10-15 
m, eller 1 fm). For sådanne afstande kan QCD’s felt­
ligninger løses ved hjælp af en tilnærmelsesmetode, hvor 
resultaterne udtrykkes ved en rækkeudvikling i a s.

Ved store afstande mellem farveladningerne bliver a s 
imidlertid så stor, at den nævnte tilnærmelsesmetode bry­
der sammen. Samtidig er ligningerne for komplicerede til

at tillade analytiske løsninger, altså sædvanlige matema­
tiske løsninger, i hvert fald med kendte metoder. Meget 
tyder imidlertid på, at farvekræfteme ved store afstande 
bliver omtrent uafhængige af afstanden. Det vil derfor 
kræve uendelig stor energi at frigøre en kvark fra en nuk- 
leon eller fra en anden hadron. Fænomenet —  den perma­
nente indespærring af kvarkerne i farveneutrale hadroner

Figur 1. Skematisk fremstilling af fasediagrammet for stof 
bestående af kvarker og gluoner.

Mens man således kan beregne mange ting i QCD 
når kvarkerne og gluonerne indgår i tætte sammenstød, 
hvor de udvekslede impulser er store, så er man for pro­
cesser, der involverer store afstande, i høj grad henvist 
til fænomenologiske modeller. De fleste sammenstød 
mellem hadroner ved høj energi er karakteriseret ved, 
at de udvekslede impulser er små. De er domineret af 
hadronernes endelige størrelse, og foregår derfor netop i 
det område af afstande og impulsudvekslinger hvor man 
ikke er i stand til at løse QCD’s bevægelsesligninger. 
Fysikken i disse “bløde” sammenstød er imidlertid kendt 
gennem mange års eksperimenter og fænomenologiske 
undersøgelser. Typisk resulterer et sammenstød ved høj 
energi mellem to hadroner, f.eks. to protoner, i et antal 
nye partikler, hvoraf de fleste er 7r-mesoner. Fordelin­
gen af mesonemes impulskomposanter på tværs af pro­
tonernes bevægelsesretning har en middelværdi omkring 
3-400 MeV/c og falder stejlt af ved højere værdier. Denne 
middelværdi ændrer sig kun meget lidt med stødenergien. 
De oprindelige partikler bevarer til en vis grad deres iden­
titet, og fortsætter i omtrent uændret retning med ca. 
halvdelen af deres oprindelige energi.

Hvor analytiske metoder ikke findes, træder numeriske 
metoder til. Det er også lykkedes i nogen grad at løse 
QCD’s feltligninger ved numeriske beregninger, hvor rum 
og tid diskretiseres til et gitter, og hvor problemet viser
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II) Phase transition 
(mixed phase)
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II) Quark-Gluon-Plasma

Figur 2. Forløbet af et centralt sammenstød mellem to blykem er ved ultrarelativistisk sammenstødsenergi.

sig at kunne transformeres matematisk til løsningen af en 
statistisk mekanisk model. Der er brugt meget store com­
puterressourcer på disse beregninger.

Et af resultaterne er, at der i QCD ser ud til at være en 
faseovergang fra den stoffase, bestående af farveneutrale 
hadroner, som kvarkerne og gluoneme normalt befinder 
sig i, til en plasmafase hvori kvarkerne og gluonerne er frit 
bevægelige. Denne “deconfinemenf ’ faseovergang ventes 
at optræde ved høj temperatur, eller ved høj stoftæthed. 
Figur 1 viser en skematisk fremstilling af kvark-gluon- 
systemets fasediagram, ifølge QCD.

Den kritiske temperatur, Tc, svarer til energien 200 
MeV (s» 2 • 1012 K), og den kritiske tæthed pc ventes 
at være 5-10 gange tætheden p0 af sædvanligt kernestof 
(p0 =  0.15 GeV/fm3, svarende til 3 • 101' kg/m3). Stof i 
dette område af tryk og temperatur må forventes at bestå 
overvejende af de tre letteste kvarker (u, d, og s), som 
indgår i de gammelkendte hadroner (ir, K, p, p, A , ...).

Ved lave tætheder og temperaturer er kvarkerne og 
gluoneme som sagt bundet i farveneutrale objekter, 
hadroneme. I plasmafasen, ved høje temperaturer og 
tætheder, er kvarkerne derimod ikke længere bundet af 
confinement kræfterne.

Studiet af QCD’s fasediagram er ikke kun interessant 
i sig selv, men ventes at kunne kaste lys over mange fun­
damentale spørgsmål i partikelfysik, kosmologi og astro­
fysik. F.eks. antages det, at universet gennemgik faseover­
gangen fra kvark-gluon plasmafasen til en hadron gas

omkring 10 5 s efter the Big Bang. Fangtrækkende fluk­
tuationer i tæthed, som de kendes fra faststoffysikken nær 
faseovergange, kan have influeret væsentligt på universets 
udvikling. Som eksempler fra astrofysikken på objekter, 
hvor det er af betydning at kende stoffets tilstandsligning i 
dette område, kan nævnes supernovaeksplosioner, og neu­
tronstjerners indre, hvor tætheden måske kan blive større 
end pc.

På figur 1 er vist hvilke veje i fasediagrammet stoffet 
kan tænkes at følge, i henholdsvis det tidlige univers, i neu­
tronstjerners indre, og i relativistiske tungionskollisioner 
ved nuværende og planlagte acceleratorer.

Relativistiske tungionsstød.
Nu er det ikke så let at skaffe sig makroskopiske mængder 
af kernestof at eksperimentere med. Det nærmeste man 
kan komme eksperimentelt, er at studere sammenstød 
mellem tunge atomkerner. Hvis naturen viser sig samar­
bejdsvillig, skulle det være muligt at skabe tilstrækkeligt 
høj temperatur og tæthed i et kort øjeblik, til at plasmafasen 
kan skabes.

Figur 2 viser i tegneserieform, hvorledes man kan 
forestille sig forløbet af et centralt sammenstød mellem 
to blykemer ved meget høj energi, set fra massemidt- 
punktsystemet. I den første fase af reaktionen bevirker 
sammenstød mellem nukleonerne i de to kerner, der 
er stærkt fladtrykte pga. Lorentz-kontraktionen, at en 
del af beamenergien fordeles på andre frihedsgrader.
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Efter en kort tid, som lidt arbitrært antages at være af 
størrelsesordenen 1 fm/c således at, rumlige og tidslige 
intervaller bliver umiddelbart sammenlignelige, har en 
kaskade af kvarker og gluoner udviklet sig. Måske vil 
disse materialisere sig i form af et kvark-gluon plasma 
i (nær) termodynamisk ligevægt. Systemet ekspanderer 
hurtigt, især i den longitudinale retning, og køles derfor 
af. Den kritiske temperatur, Tc, nås efter 3-5 fm/c. Po­
tentielt kan stoffet tilbringe lang tid (>  10 fm/c?) i en 
blandet fase, især hvis faseovergangen er af første orden. 
I denne del af forløbet skal de mange kvarker og gluoner i 
plasmafasen bindes i et mindre antal hadroner, og en stor 
mængde latent varme skal frigives. I den sidste del af 
forløbet ekspanderer systemet som en gas (eller væske) af 
hadroner, som stadigt vekselvirker, indtil rumfanget bliver 
så stort (V  >  104 — 105 fm3) at partiklerne frigøres fra 
hinanden (“freeze-out”), og fortsætter ud i detektorerne.

For at tungionskollisioner skal være et egnet redskab til 
at studere faseovergangen skal en række betingelser være 
opfyldt:

•  Systemet skal være stort (i§> 1 fm), og bestå af et 
stort antal partikler for at der skal være mening i at 
bruge termodynamiske begreber, og for at man kan 
konstatere fraværet af confinement.

•  Systemet skal passere igennem (nær) termody­
namiske ligevægtstilstande. Det indebærer at dets 
levetid skal være væsentligt større end den typiske 
tidsskala for hadroniske vekselvirkninger ( «  1 
fm/c), og at partiklerne kolliderer mange gange in­
dbyrdes (multiple kollisioner er ikke en ulempe her, 
men tværtimod af afgørende betydning for opnåelse 
af termodynamisk ligevægt!).

•  Den nødvendige energitæthed på 1-3 GeV/fm:i 
skal kunne nås. Det skønnes, at dette allerede er 
tilfældet i nogle af de eksperimenter som er udført.

•  På grund af systemets hurtige ekspansion vil de 
eksperimentelle data i almindelighed repræsentere 
gennemsnitsværdier for hele reaktionsforløbet ind­
til freeze-out. Det skal alligevel være muligt at 
separere bidrag fra de forskellige stadier. Et system 
der udvikler sig gennem ligevægtstilstande har ikke 
nogen erindring om sin tidligere tilstand (pr. defi­
nition!). Man må derfor regne med, at hadronstof- 
fet, efter ekspansionen og afkølingen ikke længere 
rummer megen information om plasmafasen. For 
at tungionskollisionerne overhovedet skal kunne 
bruges til at studere den. skal det derfor være muligt 
at identificere variable, som afkobler på forskel­
lige tidspunkter af forløbet, på samme måde som 
f.eks. fotonerne afkoblede fra stoffet under univer­
sets tidlige udvikling, da stoffet overgik fra ioniseret 
form til neutrale atomer.

Signaturer på plasmadannelse.
Hvordan kan man nu se, om der virkelig er dannet et kvark- 
gluon plasma ? Som signaturer er der bla. foreslået:

Forøget særhedsproduktion. Da s-kvarkens masse i plas­
mafasen er sammenlignelig med Tc. og da yderligere u - 
og d-kvarker forekommer som bestanddele af de kollide­
rende kerner, og dermed i forvejen har et højt kemisk po­
tential, vil man vente en øget hyppighed af s og s kvarker. 
Dette antages at føre til en øget produktion af sære partik­
ler (K-mesoner, A, ...), som kunne være et signal om, at 
kernestoffet har været i plasmafasen. Signalet er imidlertid 
ikke uproblematisk, idet udviklingen gennem hadron-gas 
fasen kan udviske det, og idet K-meson produktionen også 
kan øges blot ved multiple stød i de kolliderende kerner.

Termiske fotoner. Fotoner vil lettere end hadroner kunne 
undslippe fra kernestoffet i kollisionsområdet. En analyse 
af fotonspektret er derfor i princippet den bedste måde til 
at finde den opnåede temperatur (Planck’s strålingslov) 
og udstrækningen af det område, hvori den var effektiv. 
Imidlertid er baggrundsproblemerne, bla. på grund af tt°- 
mesonernes henfald til fotoner, så alvorlige, at målingens 
gennemførlighed er yderst tvivlsom.

Undertrykkelse a f  J/ip produktion. Hip partiklen er en bun­
den tilstand af en c og en c kvark (“charmonium”)- Da 
confinement kræfterne forsvinder i plasmafasen, må man 
forestille sig, at en stor del af de dannede Jhp partikler 
vil nå at dissociere inden faseovergangen fra plasma til 
hadron gas, så c og c kvarkerne i stedet indgår i hver sin 
meson. Det vil især gælde Hip mesoner med lille transver­
salimpuls. Hip mesonen kan detekteres gennem sit henfald 
til to leptoner (e+e_ eller p +p ~ ), som ikke vekselvirker 
stærkt, og som derfor formår at undslippe straks fra hadron 
gassen. Et signal om plasmadannelse kunne derfor være 
en mindre relativ hyppighed af Hip mesoner end i f.eks. 
sammenstød mellem to protoner.

Hertil kommer en række andre effekter, som vil være 
med til at tegne det samlede billede. F.eks. kunne 
man vente at finde stærke fluktuationer i partikeltætheden, 
og på grund af confinement kræfternes bortfald i plas­
mafasen kan de kortlevende partiklers egenskaber være 
forvrængede, således at de optræder med ændrede masser, 
levetider osv. Det er sandsynligt, at kun en detaljeret ko­
rtlægning af reaktionerne, og samtidig analyse af mange 
forskellige signaltyper, kan give en tilstrækkelig forståelse 
af forløbet til at drage utvetydige konklusioner.

Eksperimentelle resultater ved 
Brookhaven og CERN.

Brookhavens AGS accelerator har siden 1986 leveret 
stråler af tunge ioner, i første omgang med ioner op til 
28Si med en energi på 14,5 GeV pr. nukleon. SPS accel­
eratoren ved CERN har i samme periode leveret stråler 
af ieO med 60 og 200 GeV pr. nukleon, og 32S med 200 
GeV pr. nukleon. I begge tilfælde har strålerne kunnet 
skydes ind i et fast target, f. eks. af bly eller af uran. Ved 
AGS er programmet blevet udbygget med e t 19' Au beam 
(11.5 GeV/nukleon), som dog først for nylig er taget i 
brug (1992). De hidtidige resultater stammer således alle 
fra forsøg med forholdsvis lette (og små) beam partikler.
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Ikke desto mindre har man været i stand til at høste mange 
erfaringer og få et første blik ind i det nye område.

Sammenhængen mellem masse og energi
I partikelfysikken anvendes Einsteins formel: E  =  
m c 2 hele tiden til at regne massen af partikler om i 
energienheder.
Energienhed
Når en elektrisk ladet partikel med ladningen e 
passerer et spændingsfald på 1 Volt, får den en 
energi på 1 eV. Sædvanligvis bruger man denne 
energi som enhed indenfor partikelfysikken, typisk 
som GeV =  109 eV. Masser angives i G eV /c2 og 
impuls (bevægelsesmængde) i GeV/c.
Partikler og antipartikler 
Ved stød mellem partikler der har fået tilført 
energier svarende til mange gange deres hvile­
masse, kan noget af den overskydende "rene" energi 
blive omdannet til partikler. De vil altid optræde 
som partikel-antipartikel par, hvor antipartiklen har 
modsatte egenskaber. F.eks. har den modsat elek­
trisk ladning. Antipartikler markeres ved at sætte 
en streg over partikelbetegnelsen: p  er en antipro­
ton. Undtagelsen er antielektronen, positronen, der 
betegnes med e+ . Det antal partikler der dannes 
pr. stød kaldes for stødets multiplicitet. Dannelsen 
af et elektron-positronpar koster ca. 1 MeV, og et 
baryonpar ca. 1 GeV.
Ordliste
baryoner: Partikler, sammensat af tre kvarker f.eks. 
proton og neutron.
mesoner: Partikler, bestående af kvark-antikvark, 
f.eks. pion og K-meson.
hadroner: Baryoner og mesoner. ( Partikler sam­
mensat af kvarker).
lepioner: Partikler der ikke består af kvarker.
QED: Den kvanteelektrodynamiske teori der bl.a. i 
detaljer beskriver elektronens opførsel.
QCD: Den kvantekromodynamiske teori, der 
beskriver kvarkers opførsel.

Blandt de vigtigste konklusioner der kan drages er: 
Fordelingen af den samlede transversale energi, E T, og 
partikelantallet afviger ikke væsentligt fra den forvent­
ning man vil have, hvis man går ud fra sit kendskab til 
proton-proton sammenstød ved tilsvarende energier, og 
blot tager hensyn til "trivielle” effekter, som f.eks. de kol­
liderende kerners geometri. De observerede partikelantal 
er meget store, og vokser for centrale stød mere end pro­
portionalt med nukleonantallet A , hvilket må betyde, at 
multiple stød spiller en vis rolle. Spørgsmålet om ker­
nernes stoppeevne, dvs. med hvilken effektivitet beam- 
energien omsættes til andre frihedsgrader, er dog stadig 
noget uklart. Da den opnåede energitæthed ikke er målt 
direkte, må den skønnes, f.eks. ud fra den transversale en­

ergiudstråling og kendskabet til kollisionens geometri. De 
således skønnede værdier ligger fra 1 GeV/fm3 ved AGS 
til 2-3 GeV/fm3 ved SPS, altså af samme størrelsesorden 
som den kritiske værdi, som formodes at være nødvendig 
for faseovergangen.

Den rumlige (og tidslige) udstrækning af kilden for de 
udstrålede mesoner, dvs. størrelsen ved freeze-out, kan 
måles med interferometri (i analogi til den metode, man 
i astronomien bruger til at måle stjerneradier !). NA35 
kollaborationen ved SPS har f.eks. analyseret de udsendte 
7T— mesoner for reaktionerne O+Au og S+Au og herved 
fundet et overraskende resultat4: Hvis der midies over alle 
udsendelsesretninger, ser reaktionsområdet til at have en 
radius, der omtrent er af samme størrelse som projektilets 
geometriske udstrækning ( r ( ieO ) se 3 fm); hvis man der­
imod kun ser på mesoner med store udsendelsesvinkler, 
bliver radius dobbelt så stor. Det betyder, at levetiden før 
freeze-out er stor (>  5 fm/c), og at reaktionen involverer et 
volumen på over 1000 fm3, med flere hundrede partikler. 
For en partikelfysiker er dette i høj grad "makroskopisk”.

Et andet CERN eksperiment, NA44, som i øvrigt har 
dansk deltagelse, har for nylig på samme måde fundet, 
at den radius, man måler ved hjælp af K-mesoner er 
væsentligt mindre end den man måler ved hjælp af n- 
mesoner, og at den ligeledes er mindre for zr-mesoner med 
høj transversalimpuls end for 7r-mesoner med lav transver­
salimpuls.

Allerede kort tid efter at de første data blev taget i 1986 
observerede man forøget produktion af særhed i tungions­
stødene. Der er imidlertid stor sandsynlighed for, at der er 
tale om en effekt af multipel spredning på nukleonerne. 
På den anden side har man også ved SPS observeret en 
forøget produktion af antihyperoner(Å, S) hvor en kon­
ventionel forklaring ikke er fundet.

Hip produktion er især blevet studeret af NA38 eksper­
imentet ved SPS5, som detekterer p +p~  par. Disse kan 
dels produceres ved kvark-antikvark annihilation (Drell- 
Yan mekanismen), hvorved der dannes et kontinuum af 
pp-masser, dels ved henfald af f.eks. Hip. Figur 3 
opsummerer de vigtigste iagttagelser fra ieO-U kolli­
sioner. Figur 3a viser fordelingen af ji-parrenes masse, 
AI,  målt i GeV, for sammenstød med henholdsvis stor 
(E t  > 82 GeV) og lille ( E T <  33 GeV) samlet transver­
sal energi. Fordelingerne har to komponenter: et konti­
nuum af masser, som falder med AI,  overlejret med en re­
sonanstop ved ca. 3 GeV. Den skyldes J/ ip  mesonen, som 
her ses med en bredde der helt er domineret af den eksperi­
mentelle opløsning (J/ ip  resonansens egen bredde er kun 
ca. 5 keV)Man ser, at J/ip signalet relativt til kontinuet er 
undertrykt med en faktor 2 når den samlede transversale 
energi, E T, i sammenstødene er stor. Undertrykkelsen af 
signalet er størst ved lave transversalimpulser af Hip meso­
nen som det ses af tig. 3b, som viser forholdet mellem 
J/ ip  signalet (relativt til kontinuet) ved høj og lav E T som 
funktion af J/ ip  mesonens transversalimpuls. Dette er 
præcist som forventet, hvis kernestoffet har befundet sig 
i plasmafasen, og dette signal er måske det mest lovende 
der hidtil er set. Det kan imidlertid ikke udelukkes at

14 Jagten på en ny stoffase



absorption i kernestoffet, i kombination med andre effek­
ter som er kendt fra højenergireaktioner med kerner, kan 
forklare det observerede signal. For fuldt ud at udrede de 
forskellige muligheder ville det være af stor værdi at have 
samtidige målinger af produktionshyppigheden for den 
væsentligt tungere T - resonans, som er en bunden tilstand 
af en b og en b kvark. Det kræver højere stødenergi end 
man hidtil har haft til rådighed i tungionskollisionerne.

•  E j < 33 GeV 
° E j  > 82 GeV

10V

Kommende eksperim enter ved 
RHIC og LHC.

Som nævnt er det planen, at accelerere Pb beams ved 
CERN fra næste år. Man er derudover i Brookhaven ved 
at bygge en kollider, RHIC, for tunge ioner. RHIC vil, 
når den er færdigbygget (efter planen i 1997). kunne ac­
celerere ioner op til 197Au til en energi på 100 GeV pr. 
nukleon, og vil kunne frembringe sammenstød mellem to 
modsat rettede ionstråler.

Ved CERN er det næste store acceleratorprojekt LHC, 
som dog endnu ikke er endeligt godkendt af medlems­
landene. LHC er primært en pp kollider, med en samlet 
stødenergi på 16000 GeV, men man planlægger også som 
en vigtig del af forskningsprogrammet at benytte maski­
nen med stråler af tunge ioner. Med Pb på Pb vil man 
kunne nå en energi på 3150 GeV pr. nukleon i hvert beam, 
hvilket svarer til en samlet stødenergi for to Pb-kerner på
1.26 • 106 GeV. Da et Pb beam vil være tilgængeligt på 
CERN’s SPS fra 1994, vil man kunne være godt forberedt 
til at gennemføre de første forsøg kort efter LHC’s start, 
som efter planen er i 1998-99.

-|--- !--- (---1— r

p T (GeV)

b

F igur 3. a) Fordelingen af massen, M , af /r-par fra sam­
menstød mellem ls O kerner med 200 GeV pr. nukleon med 
hvilende U kerner. Fordelingen er vist både for sammenstød 
med høj og lav^transversal energi, Et - 
b) Forholdet R  mellem J /lp  produktion i sammenstød med 
høj transversalenergi og lav transversalenergi.

Ekstrapolationen til denne meget høje stødenergi, og 
til de store ioner, er behæftet med forholdsvis stor usikker­
hed. Det ventes at den totale multiplicitet i et centralt Pb- 
Pb stød bliver omkring 50.000-200.000 partikler, hvoraf 
de fleste udsendes næsten parallelt med beamretningen. I 
det interessante vinkelområde på tværs af beamretningen 
skal detektorerne dog stadig være i stand til at håndtere 
omkring 1000 ladede partikler pr. steradian fra hver kol­
lision! Registreringen og analysen af disse komplekse 
reaktioner stiller selvsagt overordentligt store krav til de­
tektorernes ydeevne.

Hvis RHIC og LHC følger tidsplanerne, vil den 
tilgængelige energi i tungionsstød ved århundredeskiftet 
være øget med en faktor 10° på lidt over et årti — et 
tempo, som selv med partikelfysikkens målestok må siges 
at være overvældende. Mens mange vigtige resultater 
allerede er nået, er det også klart, at de egentlige forlys­
telser først starter med de store projektiler, og at man med 
god grund kan håbe på, at de kommende år vil bringe 
væsentlig ny indsigt på området.

Acceleratorer med relativistiske tunge ioner
Energi pr. nukleon

CERN:
SPS
LHC

Super Proton Synchrotron 
Large Hadron Collider (fra 1999)

200 GeV 
3,15 +3,15 TeV

Brookhaven:
AGS
RHIC

Altemating Gradient Synchrotron 
Relativistic Heavy Ion Collider (fra 1997)

14,5 GeV 
100+ 100 GeV
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Post-Doctoral Position
in Experimental Fluid 
Dynamics.
A post-doc position is open at the Optics and Fluid 
Dynamics Department at Risø National Laboratory. 
The appointment is for up to two years.
In the Continuum Physics Section one of our main 
topics is investigations of coherent vortical struc- 
tures in two-dimensional flows in neutral fluids as 
well as in plasmas. The studies are a combination of 
theoretical, numerical and experimental investiga­
tions. The experimental studies are performed in a 
rotating water tank and in stratified fluids. In addi­
tion we are at present building a tank with a parabo- 
lic bottom to investigate vortical structures in rota­
ting flows with a strong radial variation of the Corio- 
lis force.
The successful applicant should participate in the 
experimental studies of vortical structures and also 
take part in the development of new diagnostics for 
measuring flow fields. One aim of the investigations 
is to understand the self-organization processes un- 
derlying the formation of two-dimensional coherent 
structures under different conditions.
We are seeking an innovative experimentalist having 
a Ph.D. degree in fluid dynamics. Preference will be 
given to candidates with experience in flow field dia­
gnostics and knowledge of non- linear dynamics.
Terms of employment: Similar to Danish staff at 
Risø National Laboratory.
The position will be open until filled, but all applica- 
tions received before October 1,1993 will be consid- 
ered at that time.
Further information: Jens Juul Rasmussen, Phone, 
direct line: +45 4677 4537, Fax +45 46 754064, e- 
mail: JUUL@RISOE.DK 
Application including C.V. and full personal data 
should be addressed to the Personnel Department,
Risø National Laboratory, RO. Box 49, DK-4000 
Roskilde, Denmark.

Risø National Laboratory is the largest research institution 
in Denmark with about 950 employees. The main research 
areas are energy, environment and materials.
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Tidlig dansk termometri
Erling Poulsen, Ole Rømer Museet.

I slutningen af 1600-tallet var det nyopfundne termome­
ter i en rivende udvikling. Det debatteredes ivrigt, hvilken 
skala der skulle benyttes, og hvordan man fik gjort forskel­
lige målinger sammenlignelige. Flere havde foreslået 
faste punkter for skalaerne, men man var ikke sikker på, 
hvor faste de foreslåede fikspunkter var. Rømers primære 
interesse var astronomien, men i forbindelse med udviklin­
gen af hans husinstrument (fra 1690 observerede Rømer 
helst med et instrument der var opstillet i hans hjem), blev 
det nødvendigt at foretage temperaturkorrigering af pen­
dullængden (tiden) og af den gradbue, hvor kikkertens 
retning blev aflæst. Derfor blev Rømer tvunget til at 
beskæftige sig med termometre.

Det er vist velkendt, at Rømer, som den første, brugte 
vandets fryse- og kogepunkt som fikspunkter. Men hvor­
dan så den mellemliggende skala ud, hvordan valgte han 
sit nulpunkt, hvilken termometervæske brugte han og hvor 
store var hans termometre? Der har også været en del mys­
tik om fikspunktet "blodvarmt", som han åbenbart brugte 
ved kalibrering af termometre der ikke skulle gå op til 
vånds kogepunkt. For en naiv betragtning er denne nem­
lig kun ca. 28,6°C og ikke ca. 35°C (målt i mundhulen).
I det følgende refereres en undersøgelse, som kaster lys 
over disse spørgsmål.

Ole Rømers første målinger.

Ingen af Rømers egne termometre er bevarede, så en di­
rekte måling af hans gradstørrelse eller af hans fikspunk­
ter kan ikke foretages. Men vi kan foretage en indirekte 
undersøgelse, på grundlag af de længdeudvidelseskoeffi­
cienter han selv har målt, og som er omtalt i hans arbe­
jdspapirer "Adversaria"1. De omtalte målinger er omtalt 
på side 119, og er foretaget d. 12/12 1692. Hans målinger 
er alle af en 3 fod lang stang af hvert materiale, som var 
inddelt i 6800 dele. Udvidelsen er også angivet i dele, og 
temperaturforandringen ved alle målinger er 24 grader.

Materiale Rømers måling Længdeudv. koeff.
» “C " 1

Guld
Bly
Kobber
Jem
Sølv
Glas
Tin

5 dele 
9 dele 
5 dele 
3 |  dele 
6l  dele 
3 |  dele 
6 |  dele

14.2x 10-b 
2 9 x l0 “ 6 
16.6x 10-6 
1 2 x l0 “ 6 
19x 10-6 
1 0 x l0 “ 6 
21 x10~ 6

Tabel 1. Rømers målinger af længdeudvidelse og 
moderne værdier af udvidelseskoefficienter.

Figur 1. Romers husobservatorium, gengivet efter et stik i 
Peder Horrebow’s Basis astronomiae. Meridiankredsen med 
lampe til belysning af trådkorset. Til venstre og højre for 
den observerende Rømer ses de to hovedinstrumenter: Uret 
og gradbuen.

Formlen for længdeudvidelse er lt =  l0 ■ a  ■ t. hvor lt 
er udvidelsen, l0 startlængden og t  temperatur-stigningen 
i Celsiusgrader. Hvis vi kalder temperaturforskellen i Cel- 
siusgrader for t c  og de grader han benytter for t Ro kan vi 
skrive:

t c  = k  ■ t Rø

Her er k  omregningsfaktoren. Indsættelse i formlen og
udregning giver:

lt = lo ■ a  • k  ■ t Ro

k  - h
Iq ' (X ’ t  R0

k  =
(Antal Rømerdele)
(6 8 0 0 •a  ■ 24cRø)

Det termometer Rømer har anvendt ved disse målinger 
har sandsynligvis været et italiensk fremstillet spritter­
mometer, som Rømer selv har kalibreret. Rømer angiver 
(1702) at han fastlagde vands frysepunkt ved 7^ Rø og et 
kogepunkt, der har været strid om, ved 60° Rø, en forskel 
på 52 |°R ø . Det giver en middelværdi på 1,9°C per grad, 
tæt på værdien i tabel 2.
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Materiale k  — tc / tRø
Guld 2.16
Bly 2.01
Kobber 1.85
Jern 1.79
Sølv 2.10
Glas 2.14
Tin 1.90
Middelværdi 1.99

Tabel 2. Omregningsfaktoren mellem
Rømergrader og Celciusgrader.

Dette tyder på, at Rømer som den første, allerede i 
1692 har fastlagt sit gradsystem ved hjælp af vands fryse- 
og kogepunkt. Hidtil har man ment, at han først gjorde det 
på sine hjemmelavede termometre fra 1702. Han har i en 
kommentar s.2331, til nogle udenlandske målinger, nævnt 
at han først fra 1703 er sikker på stabiliteten af vands ko­
gepunkt, men det forhindrer ikke, at han selv tidligere kan 
have brugt punktet til termometerinddelinger på et ikke 
universelt privat termometer. Huygens, som var medlem 
af pariserakademiet samtidig med Rømer, havde så tidligt 
som 1665 konstateret, at kogende vands temperatur er 
konstant.

Udvidelsesmålingerne er foretaget mellem 6 |°R ø  og 
3 0 | Rø, og disse temperaturer svarer til -2°C og 44°C på 
en lineær temperaturskala. Senere i denne artikel vil jeg 
argumentere for at temperaturintervallet snarere har været 
på 5 1°C. Dette bringer de målte udvidelseskoefficienter i 
tæt overensstemmelse med de nugældende.

Det vides ikke hvordan målingen er udført. Rømer 
skriver at han gentog målingen 3-4 gange Men hvordan 
en fast 3-fods længdereference blev etableret, ved vi ikke. 
Da målingen er foretaget d. 12/12 kan den lave tempe­
ratur vel have været udendørstemperaturen, og den varme 
være fremkommet ved enten en varmekasse eller et kraftigt 
opvarmet værelse. Usikkerheden ved hans målinger har 
været ca. |  inddeling, hvilket svarer til 5%.

Efter afsnittet om længdeudvidelser bruger Rømer re­
sultaterne for jerns udvidelse til at udregne, hvor meget 
hans gradbue og tidsmåler påvirkes; gradbuen på husin­
strumentet udvider sig 58^ buesekund ved en stigning af 
temperaturen på 12°Rø. Uret går ca. 1 sekund langsom­
mere per døgn ved en temperaturstigning på l°Rø.

Rømers originaltermometre
Der er, trods ihærdig søgen, ikke blevet fundet nogen af 
Rømers originaltermometre. Der har sikkert eksisteret et i 
1859 hvor E. Phillipsen i "Nordisk Universitets Tidsskrift" 
nævner et. Deres nøjagtighed kan derfor ikke direkte 
efterprøves, men i "Adversaria" beskæftiger han sig så 
indgående med de fundamentale termometerproblemer, 
at man må formode, originalerne har været præcise. I 
"Adversaria" gennemgår Rømer konstruktionen af ter­
mometre, både teoretisk og, heldigt for os, også med 
taleksempler. Da eksemplerne må formodes at have no­
get med virkeligheden at gøre, kan man benytte dem til

at finde målene på originaltermometrene. I det følgende 
vil vi gå ud fra, at Rømers termometerskala var fastlagt 
ved vands fryse- og kogepunkt. Da der imellem de to fiks- 
punk terer52 | Rø fårvi at l°Rø = 1,905°C. På side 2021 
viser Rømer, hvordan han beregner sig frem til dimen­
sionerne af et termometer. Efter en teoretisk del kommer 
han med et taleksempel, og af det fremgår, at termome­
tret består af en hul glaskugle med et påsmeltet glasrør. 
De gamle mål kan omsættes til nutidige ved: 1" = 12 
lin. = 2,62cm (1’=12"=31,41 cm). Rørets indre diam­
eter, beregnet udfra længden og vægten af en indsuget 
kviksølvdråbe, er 0,43 lin. rørets længde er 18". Kuglens 
diameter er målt til 6,30 lin., om der menes den ydre 
eller indre diameter fremgår ikke; men da hele afsnittet 
handler om rumfangsforhold menes der sikkert den indre 
diameter. Rømer når frem til, at ved en temperaturstign­
ing på 10°Rø vil termometervæsken stige 12,17 lin. = 
2,65 cm, og altså udvide sig 0,018 cm3. Hvis vi antager, 
at røret ved 15°C er ca. kvartfuldt, vil der være ca. 1.44 
cm3 væske i termometret. Den relative udvidelse er derfor 
0,018 cm3/ (  1,44 cm3 • 10°Rø) = 1 3 x l0 - 4oRø“ \

,  .  Q M 7T  .: ----------------- t -  ■ -

_________^ ----

Figur 2. Rømertermometer fra Adversaria

Vi kender ikke alkoholstyrken af den "spiritus vini", 
der er benyttet. Sandsynligvis har det været en almin­
delig brændevin. Reaumur, der iøvrigt mange steder får 
æren for opfindelsen af sprit-termometret, foreslår således 
langt senere, at der anvendes alkohol med en sådan styrke, 
at rumudvidelseskoefficienten er 8,0x 10_4oC _1, hvilket 
svarer til ca. 40 % (vægt). Der kan alligevel foretages 
et skøn over hvilken styrke der er brugt. Hvis vi an­
tager at Rømer har arbejdet omkring stuetemperatur, kan 
vi sammenligne den ovenstående måling med tabeller 
over ethanol/vand blandingers udvidelseskoefficienter ved 
20°C. I tabel 3 er en sådan sammenligning givet

k  — t c / t Rø Styrke vol.%
1.9 44
2.0 42
2.1 40
2.2 38
2.3 37

Tabel 3. Alkoholstyrken af Rømers termome­
tervæske ved forskellige antagelser om k.
Da der mellem 0 og 100°C er l,9°C/°Rø i gennem­

snit, og udvidelsen af en alkohol/vandblanding ikke er 
proportional med temperaturen, må den søgte omregn­
ingsfaktor ligge noget over 1,9 så det må antages at alko­
holstyrken har ligget i omegnen af 39%(vol)ss32%(vægt) 
For denne koncentration er rumudvidelseskoefficienten 
6 .7 x lO _4oC _1

18 Tidlig dansk termometri



Man kan måske undre sig over, at Rømer brugte alko­
hol og ikke en anden væske; han benyttede jo  kviksølv 
til at undersøge rørdiametre med, og Halley havde i 1688 
foretaget forsøg med kviksølvs udvidelse. Forklaringen 
kan være, at kviksølv kun har en rumudvidelseskoeffi­
cient på 1, 8 x 10_4oC 1 og derfor stiller store krav til et 
konstant - lille - tværsnit af røret, hvis da ikke termome­
terkuglen gøres ekstra stor og dermed meget tung. Først 
Fahrenheit var så dygtig en glasmager, at han kunne tillade 
sig at bruge kviksølv. Med en termometerlængde på 47cm 
og en skala fra fryse- til kogepunkt på 16cm er der da også 
i Rømers design taget højde for betydelige variationer i 
rørdiameter og alkoholstyrke. Vand ville være ubrugeligt, 
da det fryser ved en for høj temperatur og kun har en 
trediedel så stor udvidelseskoefficient som 32% alkohol, 
samt næsten ingen rumfangsændring mellem 0°C og 10° C

De rør Rømer havde rådighed over var ret ujævne. 
Ved hjælp af sin kviksølvdråbe sorterede han de mest ure- 
gelmæsige fra, så han havde nogle svagt koniske rør at lave 
termometre af. Rømer forsøgte at inddele sine termome­
tre så hver grad svarede til en lige stor rumfangsforøgelse. 
Dette gjorde han ved at inddele de 60°Rø i fire dele efter 
rumfang hvorefter hver del blev inddelt i 15 lige lange 
stykker. Selve nulpunktet blev sandsynligvis fundet ved 
at afsætte 1/7 af intervallet mellem mærkerne udfor vands 
fryse- og kogepunkt under frysepunktsmærket.

Rømers "korte" termometre

I Fahrenheits brev til Boerhaave (hollandsk kemiker), 
sendt fra Amsterdam d. 17. april 1729, beskrives hans 
besøg hos Rømer. Flan fortæller, hvordan Rømer an­
sporede ham til at forbedre termometeret; det skete, da 
han en morgen i året 1708 hjemme hos Rømer så flere 
termometre stå i isvand og senere i "bloedwarm"t vand 
(at der skrives stå, tyder på, at termometrene har været 
nedsænkede i længere tid; det er nødvendigt, hvis de inde­
holder meget termometervæske); de to punkter, termome­
tervæsken havde nået, blev afmærket på dem alle. Derpå 
blev halvdelen af afstanden mellem de to punkter fundet og 
overført neden under punktet mærket isvands temperatur, 
og til sidst blev hele termometret inddelt med 0 nederst, 
7 1 ved vands frysepunkt og 221 ved det varme vands 
temperatur. Fahrenheits beretning tyder på, at Rømer har 
fremstillet termometre, der ikke gik op til kogepunktet. 
Han skriver derudover, at han delte hver Rømergrad i 4 
således at frysepunktet svarede til 30 °F og blodvarmen 
til 90 °F. I 1717 ændrede han de 90 til 96 og de 30 til 32, 
sikkert fordi underinddelingen så kan foretages som en 
serie af 63 halveringer idet 26 =  64.

En grund til at Rømer fremstillede termometre kan 
være, at han, ifølge svenskeren Wallerius, som besøgte 
København i 1708, havde mistet sin indtægt på 2000 rigs­
daler fra kongen, og derfor sammen med sin assistent 
Schiwe, som var den der modtog besøget, bl.a. måtte 
ernære sig ved termometerfremstilling. Eventuelle købere 
ville kun interessere sig for "normale" temperaturer, hvor­
for de fremstillede termometre kun skulle vise sådanne.

Dimensionerne af disse "korte" termometre kendes 
ikke, men i "Adversaria"1 er beskrevet noget, der min­
der om et "kort" termometer. På side 11 er beskrevet 
et forsøg over luft og vands udvidelse. Til dette forsøg 
bruges et apparat, som består af en kugle med en diam­
eter på 1 og et påsmeltet glasrør. Ved hjælp af sin 
sædvanlige metode med kviksølv finder Rømer, at 16 | " 
af røret indeholder 1/22’del af kuglens rumfang. Appa- 
ratet ligner meget et termometer, også længden på ca. 18". 
Kuglens rumfang bliver 31,68 cm3 og de 161” indeholder 
1,44 cm3, røret har derfor en indre diameter på 2,07 mm. 
Det kunne være et "kort" termometer, men passer dimen­
sionerne, således at væsken vil udvide sig rimeligt? Vi 
bruger udvidelseskoefficienten fra vore tidligere regninger 
på 6,7 x 10-4 og finder, at en skala fra 0 til 224c Rø bliver 
27 cm lang, en størrelse, der er stor nok til, at graderne er 
let læselige (12 mm/grad) og samtidigt så lille i forhold 
til rørets samlede længde, at unøjagtigheder under kon­
struktionen betyder meget lidt. Arbejdet afsluttes med, at 
vands frysepunkt og en kontrolleret temperatur afmærkes 
og derimellem afsættes graderne. Det er en fordel ved 
disse, ret vide, termometerrør, at graderne kan sættes lige 
store, fordi unøjagtighederne betyder relativt mindre end i 
de tynde rør. Til sidst kan nulpunktet findes, som Fahren­
heit beskriver.

Ny fortolkning af Rømers termometerskala

Man har tidligere fundet at Rømers målinger af tempera­
turen under strenge vintre var urealistisk høje. Derfor er 
der grund til, mere detaljeret, at vurdere Rømers temper­
aturskala.

Et væsketermometer er et dilatometer, ved hjælp af 
hvilket man måler, hvor meget termometervæsken har ud­
videt sig, og man skal så relatere udvidelsen til en tempe­
ratur. Ikke alle væsker er lige velegnede; Fahrenheits store 
fortjeneste, inden for termometrien, var brugen af kviksølv 
som termometervæske, idet dets udvidelseskoefficient er 
meget lidt temperaturafhængig. Dette gør, at væsken 
udvider sig næsten lineært med temperaturen. Rømers 
ethanol/vand-blandinger har udvidelseskoefficienter der er 
meget mere temperaturafhængige og det må man tage hen­
syn til, når hans målinger skal vurderes.

I figur 3 ses oversættelseskurven mellem Rømer- 
og Celciusgrader, under hensyntagen til ulineariteten i 
spritblandingers udvidelse og til udvidelsen af termome­
terkolben. Ved beregningen er der anvendt tabelværdier 
i intervallet -20-60°C. Uden for det nævnte område 
er der ekstrapoleret ud fra en antagelse af, at ud­
videlseskoefficienten vokser proportionalt med tempera­
turen (/3 = Pi + (32 ■ t), hvilket betyder, at udvidelsen 
ved 100° C er noget usikker;/?! og /?2 er bestemt ved mind­
ste kvadraters metode ud fra opgivelserne fra -20°C til 
60°C. De er på denne måde bestemt til 5.68 x 1CU4oC _ 1 
og 2.06x 10-6oC -2 . Alternativt kan der konstrueres et 
lukket termometer efter Rømers anvisning fol. 117b 1; 
da det er usikkert hvor meget luft, der står oven over 
væsken i et sådant, sammenlignet med et originalter-
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mometer, er målingen usikker. Rømer Museet har dog 
ladet en rekonstruktion udfærdige og måling på den viser 
pæn overensstemmelse med disse overvejelser.

Figur 3. Den krumme kurve er oversættelseskurven mellem 
Rømer og Celciusgrader, under hensyntagen til tempera­
turafhængigheden af 39% spritblandingens udvidelseskoeffi­
cient og til termometerkolbens udvidelse. Den optrukne linie 
er den hidtil anvendte lineære fortolkning af Rømergraderne.

Efter anvisning fra Rømers elev R Horrebow deler man 
nu udvidelsen fra vands frysepunkt til kogepunktet i 7 dele, 
hver svarende til 7,5°Rø. En af disse dele føres ned un­
der vands frysepunkt, og derved er de 0°Rø fundet. Af 
tabellerne fremgår følgende:

0°Rø »  —21.5°C og 
22.5°Rø ss 34.8°C

Det bemærkes, at 39% (vol.) ethanol begynder at fryse 
ved ca. -23°C, hvorfor et nulpunkt for denne termome­
tervæske omkring denne temperatur er "naturlig". Hvis 
vurderingen af kurvens forløb over 60°C synes for grov, 
skal det bemærkes, at en lidt anderledes vurdering kun 
ændrer fastlæggelsen af Rømergraderne en smule, en an­
den vurdering af ethanol/vand procenten vil også kun 
have ringe indflydelse på fastlæggelsen af temperatur­
skalaen. Dersom der bruges ethanol med en styrke på 
70 %(vol.) fås temperaturer der afviger ca. 1 °C fra de 
nævnte. Da det i begyndelsen af 1700-årene var vanske­
ligt at måle ethanolprocenten, må det antages at den har 
varieret fra termometer til termometer. Rømer kunne have 
brugt en flydevægt til måling af procenten, men trods 
ihærdig søgen har jeg ikke fundet noget om det i "Adver- 
saria".

Rømer har sikkert bemærket, at menneskets temperatur, 
målt i mundhulen, lå tæt på 22,5°Rø på hans "lange" (ko­
gepunktskalibrerede) termometre; derfor har han benyttet 
denne temperatur som fikspunkt på sine "korte" termome­
tre. De 22,5° og 7,5° var praktiske, når nulpunktet skulle 
findes på dem, og det er så tydeligt "korte" tennometre 
Fahrenheit har set ved sit besøg i København. Derudover 
viser tallene, at Rømers nulpunkt må rykkes kraftigt ned. 
Det betyder, at verdens ældste temperaturkurve, der stam­
mer fra Rømers laboratorium, fra fimbulvinteren 1708/09, 
bliver mere forståelig.

O

Figur 4. Lidt af Danmarks ældste temperaturkurve. Den viser 
temperaturvariationerne i begyndelsen af marts 1709

Der findes fra denne vinter forskellige beretninger; ek­
sempelvis kunne de tungeste læs køres over Storebælt; 
d. 11/3 gik to husmænd fra Falster til Warnemiinde, d. 16/3 
gik to tjenere fra Bornholm til Simrishamn, så sent som 
d. 9/4 kunne man gå over Øresund til Sverige, og i 
Københavns Havn nåede isen en tykkelse på 27" (73 cm); 
alt i alt må denne vinter kunne sammenlignes med vinteren 
1942, hvor den laveste temperatur blev målt til ca. -32°C. 
Når man tager hensyn til, at det termometer, Rømers tem­
peraturkurve er målt med, sandsynligvis har befundet sig 
i hans vindue i husobservatoriet eller i kammeret øverst i 
Rundetårn (det var på de steder, der efter hans død blev 
registreret termometre), betyder det, at de målte tempera­
turer har ligget et stykke over de reelle. Målingerne bliver 
således mere forståelige med et nulpunkt på -21,5°C end 
med -14,3°C, som det altid tidligere har været hævdet.

Konklusion:

Det "nye" fikspunkt
Nu kan det ses, at Fahrenheits bemærkning fra hans besøg i 
1708 hos Rømer, om at 22,5°Rø var "bloedwarm" er yderst 
fornuftig. Den er ikke uforståelig som andre har hævdet, 
der har regnet med, at 22,5°Rø var ca. 28,6°C; de har reg­
net med en temperaturuafhængig udvidelseskoefficient.

Der er tegn på, at Rømer allerede fra 1692, udfra vands 
fryse- og kogepunkt, har fastlagt en termometerskala. 
Hans 1702 termometre har været forsynet med en ca. 
39%(vol.) ethanol/vand blanding som termometervæske; 
den var i øvrigt gul-farvet med safran. Tidligere2 3 
har Rømers temperaturskala altid været opfattet som 
lineær. Termometrene har været inddelt i tilnærmelsesvis
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lige rumdele, men termometervæskens stærkt temperatu­
rafhængige udvidelseskoefficient fører til at temperatur­
skalaen bliver ulineær.

Ifølge denne nyfortolkning af Rømers temperaturskala 
bliver nulpunktet ca. -21.5°C og 22.50R ø  kommer til at 
svare til ca. 34.8°C. Dermed bliver Rømers angivelser 
af legemstemperatur og temperaturmåliger under kolde 
vintre langt mere forståelige.

Fahrenheit har hos Rømer lært at bruge de to fiks­
punkter, vands frysepunkt og menneskets temperatur i 
mundhulen. Han har også overtaget Rømers termome­
terskala, dog blev alle grader ganget med 4; det noget 
højere nulpunkt hos Fahrenheit skyldes at han udskift­
ede Rømers termometervæske med kviksølv, hvis ud­
videlseskoefficient er næsten uafhængig af temperaturen. 
Senere ændrede han sin skala en anelse, derved blev den 
lettere at inddele.

Hverken Rømer eller Fahrenheit havde brug for en 
kuldeblanding til at finde deres nulpunkter, de kon­
struerede sig frem til dem. De har brugt kuldeblandinger 
til eksperimenter, og har sikkert ved dem opdaget hvor 
uanvendelig en kuldeblanding er ved fastlæggelsen af et 
fikspunkt.

Referencer:

1) Ole Rømers Adversaria, ved Thyra Eibe og Kirstine 
Meyer, Bianco Lunos Bogtrykkeri 1910.

2) Temperaturbegrebets udvikling gennem tiderne, af­
handling af Kirstine Meyer, 1909.

3) Ole Rømers videnskabelige liv, Mogens Phil, Det Kgl. 
Danske Videnskabernes Selskab 1944.
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Fermats sidste sætning
Mogens Esrom Larsen

Om formiddagen Set. Hans Aftensdag i år, uden 
sammenhæng iøvrigt, vækkede professor Andrew Wiles, 
Princeton, sit auditorium på det nyoprettede Isaac Newton 
Institut i Cambridge, England, ved at nå til den slutning, 
at Fermats sidste sætning er sand. Det er den sætning, 
der siger, at for hele, positive værdier af de variable, 
x, y, z , n  GN. n  >  2 har ligningen

og Princeton, som siden har kappedes om at have ham 
tilknyttet. Men han foretrak dog at detonere sin bombe 
hjemme i Cambridge.

Sætningen er fremsat af Pierre de Fermat (1601-1665), 
der levede i Toulouse som advokat, men var en af sin tids 
største matematiske begavelser. På den tid var tidsskrifter 
endnu ikke opfundet, så udvekslingen af ideer foregik 
ved personlig korrespondance, for Fermats vedkommende 
med Pascal, Descartes, Mersenne, Huygens, Roberval, 
Carcavi m. fl. En yndet form var den at fremkomme med 
et problem som udfordring til de andre. Det er en spøg for 
sig at læse Mersennes evindelige undskyldninger for ikke 
at have haft tid til at løse Fermats gåder.

Men delvis i forbindelse med Fermats sidste sætning 
havde Carcavi fået nys om gåden og skyndte sig derfor at 
skrive til Fermat og spørge ham om en løsning først. Det 
svarede Fermat venligt på i august 1659, men dette brev 
er desværre gået tabt. Heldigvis sendte Fermat en kopi 
af brevet, dateret 14. august 1659, til Huygens, som selv 
skrev det af. Så i denne afskrift af en kopi af et brev har 
vi Fermats eget bevis for sætningen for n  =  4, det var 
desværre kun dette specialtilfælde, der var spurgt om.

Da Fermat læste Diophants Arithmetica, i 1658-59 
skrev han forskellige bemærkninger i marginen, f. eks. 
beklagelser over, at marginen var for smal til hans beviser. 
Denne bemærkning står også sammen med påstanden 
om umuligheden af at opfylde (1). I kommentaren til Dio­
phants spørgsmål nr. 8 i bind 2 i Bachets oversættelse (til 
latin):

Propositum quadratum dividere in duos
quadratos

på dansk: Emnet at dele et kvadrat i to kvadrater, 

skriver Fermat følgende berømte stykke:

x n + y n = z n (1)

ingen løsninger. Han havde ellers kamufleret sin 
epokegørende nyhed med foredragstitlen: Modular forms, 
elliptic c urve s and Galois representations. Rimeligt nok i 
forhold til hans bevisteknik.

Hermed er matematikkens største drage -  i hvert fald 
siden cirklens kvadratur -  endelig nedlagt. Sat op af 
matematikkens største amatør i flok med mange andre 
krævede den et af vort århundredes største professionelle 
geniers ihærdige arbejde i en årrække for at komme ned 
på jorden igen. Manuskriptet til beviset fylder ca. 200 
sider, så der er tale om en længere afhandling.

Banemanden Andrew Wiles, der har læst matematik 
i Oxford, men taget sin doktorgrad i Cambridge, gjorde 
sig bemærket fra første færd og kom da også til Harvard

Cubum autem in duos cubos, aut 
quadratoquadratum in duos quadrato- 
quadratos, et generaliter nullam in infinitum 
ultra quadratum potestatem in duos ejusdem 
nominis fas est dividere : cujus rei demon­
strationem mirabilem sane detexi. Hane 
marginis exiguitas non caperet.

På dansk: Men hverken en trediepotens i to trediepotenser, 
eller et dobbeltkvadrat (fjerdepotens) i to dobbeltk­
vadrater, og i almindelighed ingen potens i det uendelige 
udover kvadratet kan deles i to med samme benævnelse : 
jeg har opdaget et virkeligt forunderligt bevis for den ting. 
På grund af sin lidenhed rummer denne margin det ikke.

Da man efter hans død udgav hans kommentarer, gav det
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anledning til en række forsøg på at bevise alle påstandene. 
Især har Euler og Lagrange bevist mange af de vanskelig­
ste. F. eks. har Euler bevist (1) for n  =  3 og for n  =  4 
(1737). Det er også herfra betegnelsen “sidste” stammer, 
det var den sidste af Fermats sætninger, der endnu ikke var 
bevist.

Men det famøse brev handler desværre ikke direkte om 
den sidste sætning. I kommentaren til Diophants problem 
nr. 20 i Bachets oversættelse (til latin):

Invenire triangulum rectangulum, cujus area 
sit datus numerus.

På dansk: At finde en retvinklet trekant, hvis areal er et 
givet tal.

skrev Fermat:

Area trianguli rectanguli in numeris non 
potest esse quadratus.

På dansk: En retvinklet trekants areal kan ikke være et 
kvadrat i tal.

Elan underforstår naturligvis, at trekanten har heltal­
lige sider. Det var netop et af spørgsmålene, som Carcavi 
fik svar på. Og det spørgsmål hænger sammen med (1) 
for n =  4.

For at se sammenhængen og forstå beviset må vi lige 
få en bedre fortrolighed med Pythagoras. (I sætningen 
betyder ordet primisk om et par af tal, at de to tal ikke har 
nogen fælles (prim)faktor.) Vi har fra Euklid:
EUKLIDS PYTHAGORÆISKE TALSÆT. Samtlige heltalsløs- 
ninger til ligningen

x 2 +  y 2 — z 2 

er multipla a f talsættene

( x , y , z )  =  (2pq,p2 -  q2,p2+ q2), p > q  (2)

hvor p  og q er primiske a f  forskellig paritet.
BEVIS: Hvis x , y  og z er parvis primiske, så er to af tal­
lene ulige og et af tallene lige. Det lige tal kan ikke være 
2 , fordi summen af to ulige kvadrater giver resten 2 ved 
division med 8, så denne sum kan ikke være et kvadrat. 
Fad x  være lige, så er

x 2 =  z 2 - y 2 =  (z +  y ) ( z  -  y)

som kan deles med 4. Så står der

(XV = z + y z ~ y
2 ' 2

Nu er faktorerne på højre side primiske, så de må hver 
for sig være et kvadrattal. Derfor kan vi sætte p2 =
°g T  — °g ^ r  derved (2).

Fermat generaliserer (1) til

SÆTNING. Der findes ikke hele positive tal, x, y og z, som 
opfylder ligningen:

x 4 +  y2 = z 4 (3 )

Det er nu let at se, at hvis der findes en pythagoræisk 
trekant med kvadratisk areal, så findes der en løsning til 
(3). Thi arealet af en pythagoræisk trekant er ifølge (2) 
åbenbart

p q (p 2 -  q2) =  p q ( p  +  q ) { p -  q)

hvor de fire faktorer er primiske. Hvis derfor dette areal 
er et kvadrat, så er hver af de fire faktorer et kvadrattal. 
Vi kan altså finde x , z, v  og w, så p  — v 2, q = w 2, 
p + q — z '2 og p — q — x 2. Men så må jo

z 4—x 4 — ( p + q )2 — (p —q)2 — 4pq — Av2w 2 — (2v w )2

som åbenbart løser (3) med y =  2vw.  Når Fermat derfor 
viser umuligheden af (3), har han samtidig vist sin citerede 
sætning om trekanter. Hans bevis går som følger:
BEVIS: Vi tænker os, at ligningen har løsninger. Vi ser på 
én af dem, hvor de tre tal er parvis primiske. Figningen 
skriver vi i stedet

y2 =  z 4 — x 4 =  (z  +  x ) ( z  — x ) ( z 2 +  x 2)

Hvis x  og 2 begge er ulige, sætter vi p =  og q =  .
Ellers sætter vi p = z  +  x  og q = z  — x.  I begge tilfælde 
er p  og q primiske. Vi får nu henholdsvis

2pq(p2 +  q2) =  |  | ^ 2  (4)

i alle fald et kvadrattal. Men p  og q kan ikke begge være 
ulige, for da giver p 2 +  q2 resten 2 ved division med 8, og 
så kan 2{p2 +  q2) ikke være et kvadrattal. Derfor har p 
og q forskellig paritet. Da (4) er symmetrisk i p  og q, kan 
vi antage, at p  er et lige tal. Så må vi kunne finde r , s og 
t, så at

2 p = r 2, q =  s 2, p 2 +  q2 =  t 2

Den sidste ligning er jo  Pythagoras, så ifølge Euklid har 
vi to tal, u  og v, så at

p  =  2 u v  q — u 2 — v 2 t =  u 2 +  v 2

Da r 2 =  2p =  4uv  må u  og v  hver for sig være kvadrat­
tal, u  =  z \  og v  =  x \ .  Altså får vi med s =  y i af q =  s 2 
og q =  u2 — v 2, at

y\ =  4  ~ x\

Med andre ord, en ny løsning til (3), men med Z\ <  z. Da 
vi jo  ikke kan blive ved med at finde mindre løsninger med 
positive hele tal, kan der ikke eksistere nogen løsninger 
overhovedet.

Denne form for induktionsbevis skyldes netop Fermat, 
som kaldte den descente infinie, (uendelig nedstigen), og 
er i virkeligheden hans største bidrag til matematikken.
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Langt større end de resultater, Fermat fandt ved dens 
hjælp!

Euler kendte ikke brevet til Carcavi, men nok descente 
infinie! Da han ville vise Fermats sætning for n  =  4, 
fandt han på en anden generalisation. Læg mærke til, at 
den lille generalisation i (3) er en væsentlig hjælp. For at 
få et induktionsbevis til at fungere, er det nødvendigt, at 
sætningen er stærk nok til at bære induktionsslutningen. 
Flavde vi kun haft Fermats oprindelige form, (1), ville vi 
have sluttet for lidt. Tilsvarende gælder for Eulers nok så 
elegante bevis.
EULERS SÆTNING. Der faldes ikke hele positive tal, x, y 
og z, som opfylder ligningen:

x 4 +  y4 = z 2 (5)

BEVIS: Antag, at vi har en løsning med parvis primiske 
tal. Af Euklids sætning anvendt på (3) får vi, at der findes
p  og q, så x 2 =  2pq, y 2 — p 2 — q2 og z = p 2 +  q2. Af

v 2 =  y 2 +  q2
får vi igen fra Euklid, at der findes s og t ,  såp  =  s 2 + 12, 
y =  s 2 — t 2 og q — 2st. Altså er

x 2 — 2pq =  2 (s2 +  t2)2s t

som kan deles med 4 til

De tre faktorer er parvis primiske, så de er hver for sig 
kvadrattal. Altså, s — x % ,  t  — y \  og s 2 +  t 2 =  z \ .  
Tilsammen fås:

x4i + yf = z2

Og da Z\ <  z  følger sætningen ved descente infinie.

Selv om Fermats sidste sætning nu er “trivialiseret,” så 
er der stadig håb for den geniale amatør. Wiles’ uendeligt 
lange og komplicerede bevis, der bruger alt, hvad man 
kunne tænke sig, og endnu mere, som man aldrig havde 
drømt om i den sammenhæng, efterlyser et kort elegant be­
vis i stil med Fermats og Eulers. Helt analogt til det meget 
mindre eksempel, 4-farveproblemet. hvis løsning afhang 
af en umådeholden brug af computeranalyser. Man efterl­
yser stadig et overbevisende enkelt ræsonnement, der bare 
rammer sømmet på hovedet.

1 Fermats tilfælde vil romantikerne sige: Vi mangler at 
genopdage hans eget ræsonnement. Det “virkeligt forun­
derlige bevis,” der blot var lidt for stort til at stå i marginen! 
Selv for n  =  3 er Fermats bevis en uløst gåde. Eulers 
bevis involverer komplekse tal på en måde, der næppe var 
til Fermats rådighed. Så der er håb for amatører, der kan 
genfinde Fermats eget bevis for n  — 3 og dermed måske 
nøglen til den almindelige sætning.
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Computersimulering af fluktuerende flader i bløde ma­
terialer
John Hjort Ipsen og Claus Jeppesen, Fysisk Kemisk Institut, DTH (FKI) og 
Materials Research Laboratory, Santa Barbara (USA)

Bløde materialers fysik
De bløde, våde, slimede eller blævrede substanser har 

været lidt upåagtede blandt fysikere, skønt disse materi­
aler nok er de mest nærværende i vores daglige liv. Der 
kan bredt peges på sammensætningen af alle former for 
fødevarer, kosmetiske og farmakologiske produkter, kol­
legaen og kæledyret. Interessen for karakterisering af 
disse former af den kondenserede fase, som ofte benævnes 
“bløde materialer”, har dog været støt stigende igennem 
de sidste 30 år. Dette hænger sammen med udviklin­
gen af nye eksperimentelle teknikker og nye teoretiske 
begrebsdannelser og angrebsvinkler. Arbejder af den 
franske fysiker P.-G. de Gennes, som modtog nobelprisen 
i fysik i 1991 for teoretisk arbejde med “bløde materialer”, 
har spillet en stor rolle for udviklingen af dette område.
I de senere år har adskillige af de mest fremtrædende 
statistiske fysikere bidraget til området, og der opbygges 
ekperimentelle faciliteter overalt i Verden til studiet af 
“bløde materialer”. De eksperimentelle resultater og kon­
sekvenserne af de relevante statistisk mekaniske modeller 
er ofte vanskelige at fortolke. Her er de hurtige computere 
kommet til at spille en nøglerolle, dels som teoretikerens 
uundværlige “eksperimentelle” udstyr, dels i brobyggeriet 
imellem eksperimenter og teori for “bløde materialer”.

Karakteristisk for de bløde systemer er, at ter­
miske fluktuationer og termiske "renormaliseringseffek- 
ter” spiller en stor rolle i forståelsen af disse systemers 
termodynamik. Det betyder, at en analytisk statistisk 
mekanisk behandling af molekylære vekselvirkningsmod­
eller for disse systemer i almindelighed er vanskelig. 
Blandt undtagelserne kan nævnes simple polymersyste­
mer, hvor teknikker fra enkeltpartikel kvantemekanik og 
teorien for Brownske bevægelser med held er blevet an­
vendt. Det er dog en formildende omstændighed for 
beskrivelsen af de stærkt fluktuerende systemer, at de ofte 
udviser fælles træk, dvs. at, tilstandsligninger og kor­
relationsfunktioner kan karakteriseres ved potenslove og 
en række kritiske eksponenter. Som et simpelt eksempel 
kan nævnes, at for en polymer i god opløsning gælder 
den simple scalingsammenhæng imellem polymerens ud­
strækning R  og antallet af byggesten, monomerer, N :

R o c N v (1)

hvor is «  0.6 for lineære polymere, og v  «  0.5 for for­
grenede polymerer, såkaldte stjerneformede polymerer1.

Når en scalingrelation af denne type kan etableres, 
er det udtryk for, at der er langtrækkende korrela­

tioner i systemet, og at der er basis for en lang række 
generelle udsagn om systemet, som ikke afhænger af de­
taljerne i den mikroskopiske struktur. Scalingteori er 
især blevet udviklet i forbindelse med beskrivelsen af 
kritiske fænomener, og denne teori etablerer et sprog 
til beskrivelsen af fluktuerende, vekselvirkende systemer. 
Der er ikke mulighed for at beregne værdier af scaling- 
eksponenter indenfor denne fænomenologiske ramme. I 
teorien for kritiske fænomener er der udviklet slagkraftige 
approximative, analytiske teknikker til bestemmelse af 
kritiske eksponenter på basis af mikroskopiske vek­
selvirkningsmodeller, f.eks. renormaliseringsgruppeteori 
og højtemperatur-rækkeudvikling.

Disse metoder kan kun i begrænset omfang anvendes 
på realistiske modeller for “bløde materialer”. Vor vi­
den om den statistiske mekanik for “bløde materialer” 
er derfor i høj grad baseret på numeriske metoder, ikke 
mindst Monte Carlo simulering, som i princippet kan yde 
en præcis beregning af tilstandssummer og korrelations­
funktioner for endelige statistiske systemer.

Monte Carlo simuleringer er derfor velegnet til etable­
ring af scalingrelationer. Desuden kan Monte Carlo simu­
leringer give information om systemernes mikrostruktur 
og dynamik.

På FKI er der startet en aktivitet omkring numerisk 
analyse af en særlig gruppe af modeller for “bløde ma­
terialer” : de termisk fluktuerende flader. Indsatsen er 
i første omgang rettet imod forståelse af fluktuerende 
fladers scalingegenskaber, og hovedværktøjet i arbejdet 
er moderne, hurtige computere.

Termisk fluktuerende flader

Termisk fluktuerende flader er af relevans for et væld af 
bløde systemer. De optræder i almindelige fænomener 
som befugtning og tørring, som vi bla. ser realiseret 
hver morgen i badeværelset, emulgering af koeksisterende 
faser, som indgår som en vigtig bestanddel i kogekunsten, 
eller mikroemulsioner, velkendt fra kosmetiske cremer. 
Biologiske membraner udgør systemer af fluktuerende 
flader, som bør have vor særlige bevågenhed, idet deres 
unikke materialemæssige egenskaber er blandt de funda­
mentale forudsætninger for den kolosale strukturelle di- 
versitet i de biologiske systemer. En membran er kun 
stabil i vandige omgivelser. Den kan beskrives som en 
bimolekylær flade af tykkelse 30-40Å, hvilket er forsvin­
dende i forhold til membranens lineære udstrækning på 
OA-lOOpm.
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F igur 1. Ligevægtskonfiguration for membran med k  =  0

Det har været kendt i 20 år, at en række simple biolo­
giske membraner, heriblandt de røde blodlegemers mem­
bran, er velbeskrevet ved hjælp af en potentiel energi funk­
tion. som let afkortet kan skrives:

Integrationerne i (2) udføres over arealet A  af den 
lukkede membran. 77 og r 2 er de lokale principale 
krumnings-radier, mens r 0 er den “spontane krumnings­
radius”, som er nødvendig i beskrivelsen, hvis de to sider 
af membranen ikke er ækvivalente. Det kan f.eks. være 
forårsaget af en forskellig molekylær sammensætning. 
For lipidmembraner er overfladespændingen 7  forsvin­
dende lille, idet lipid molekylerne er uopløselige i vand­
fasen. Bøjningsstivheden k er således den eneste rele­
vante materialekonstant for en korrekt beskrivelse af mem- 
brankonformationer ifølge denne teori. Hertil kommer de 
bånd, som forholdet imellem areal og volumen lægger på 
systemet, og endelig det forhold at membranen ikke gen­
nemskærer sig selv (ekskluderet volumen effekten). De 
seneste års forskning på området tyder dog på, at den 
relevante energifunktion til beskrivelsen af membrankon- 
formation er lidt mere kompliceret end beskrevet i (2 ) '. 
Effekten af termiske fluktuationer på konformationen af 
en membran involverer beregning af tilstandssummen:

,  !><■■ (  H (X ) + H s a s ( X ) \Z  =  J d X e w \̂----- — ----------j  (3)

F igur 2. Ligevægtskonfiguration for membran med k ^  0

H s a s  repræsenterer ekskluderet volumen effekten, så 
ledes at membranen ikke er selvgennemskærende. In­
tegrationen i (3) foretages over alle mulige realiseringer 
af membrankonformationer. For at kunne foretage en nu­
merisk behandling af (3) kræver det en diskretisering af 
modellen. En standard procedure i statistisk mekanik 
ville være at definere en to-dimensional gitterstruktur, 
hvor hver gitterposition tilskrives en lokal position af 
fladen0. Fladens “molekyler” ville da sidde i en fast 
nærmeste nabo struktur, som i en krystal, velegnet til tradi­
tionel supercomputing. Membraner er imidlertid flydende, 
således at de forskellige membrankomponenter kan dif­
fundere frit imellem hinanden. Dette viser sig at være 
helt afgørende for en korrekt beskrivelse af membraners 
termodynamik2. En måde at løse dette problem på er at 
repræsentere membranen ved et kludetæppe af trekanter og 
udføre integrationen i (3) som en sum over positionerne af 
trekanternes vinkelspidser og derefter summere over alle 
mulige triangulariseringer. Sådanne procedurer er vel­
kendte fra computersimulering af fluid dynamik, ved simu­
lering af diskretiserede modeller for kvantegravitation8og 
i andre sammenhænge som involverer en koordinatinvari­
ant beskrivelse9

Som et eksempel vises nogle resultater for en fly­
dende membran med en fast topologi som en kug­
leflade. Et “snapshot” af membranen i en typisk 
ligevægtskonfiguration for k =  0 er fremstillet i figur 
1. Den fremstår som et system af tynde rør, som dog kan 
deformeres til en kugleflade. Denne struktur har i middel
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karakter af en forgrenet polymer med V  oc N  ex R  2. 
Det viser sig at være en helt generel opførsel for fly­
dende flader med ekskluderet volumen effekt. I figur 2 
er vist en ligevægtskonfiguration for en membran med 
k ^  0. Strukturen her er også forgrenet, men tykkelsen 
af rørene er større karakteriseret ved en “persistance 
length” £p(/t)3'4. En nærmere diskussion af den numeriske 
bestemmelse af £p (k ) kan findes i 6. Figur 3 viser volumen 
versus membranudstrækning for en række arealer N  for 
et valg af k /  0. Det følger at små systemer med R  < 
optræder som kompakte objekter med V  ot R 3, mens for 
R  > går membranen kontinuert over i stjernepolymer- 
lignende konfigurationer.

1000 F---------’----- -— ....................... ................. ...................^

100 :

V

10 -

Figur 3. Dobbeitlogaritmisk plot af V  versus R  for k ^  0.
De indlagte linier svarer til V  oc R 3 og V  oc R 2.

Det må forventes, at computersimulering af flydende 
membraner er et område, som står over for en rivende 
udvikling, bl.a. som følge af, at computerteknologien er 
ved at gøre det muligt at studere biologiske membranpro­

cesser som er knyttet til membrankonformation, f.eks. in- 
tracellulær transport. Traditionelle supercomputere synes 
dog ikke umiddelbart at have nogen plads i dette felt. 
Det skyldes, at membranens fluiditet kræver at gitterstruk­
turen konstant opdateres, samt at der er ikke-lokale eks­
kluderet volumen effekter, hvilket gør det meget vanske­
ligt at foretage en opdeling af problemet så der er nogen 
særlig gevinst ved parallelprocessering eller vektorisering 
af Monte Carlo proceduren. Fremtidens supercomputere 
til simulering af flydende flader må derfor ventes at blive 
endnu hurtigere skalære maskiner.
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NKT’s Forskerpris i Fysik

Predrag Cvitanovic m odtager NKT’s forskerpris i fysik 1993 
af nobelpristager Ben Mottelson.

NKT’s Forskerpris i Fysik 1993 blev tildelt Carlsberg 
forskningsprofessor. Predrag Cvitanovic, som siden 1978 
har arbejdet ved Niels Bohr Instituttet, hvor han har nået 
markante resultater i sit arbejde med kaosteorier.

Prisen, der er på 100.000 kr, blev overrakt den 18. maj 
ved Dansk Fysisk Selskabs forårsmøde i Rødby. Forsker­
prisen uddeles hvert andet år af Dansk Fysisk Selskab til 
en fysiker og hvert andet år af Kemisk Forening til en 
kemiker.

Predrag Cvitanovic er født i Kroatien, men gen­
nemførte sit studium i fysik dels ved MIT og dels ved 
Comell University i USA. Han kom til Danmark første 
gang i 1978 som Research Associate ved Niels Bohr Insti­
tut og NORDITA og fik senere en mere permanent tilknyt­
ning først som Carlsberg fellow og siden som Carlsberg 
forskningsprofessor.

Prismodtagerens foredrag
Efter overrækkelsen holdt Predrag Cvitanovic et fore­
drag. I modsætning til tidligere år, hvor prismodtagerne, 
med større eller mindre held, har forsøgt at redegøre for 
deres seneste forskning, bestod Predrag Cvitanovics fore­
drag hovedsageligt af et indlæg i debatten om rammer 
og baggrund for banebrydende forskning. Dette isprængt 
farverige eksempler fra prismodtagerens trængsler i løbet 
af karrieren.

KVANT gengiver her de dele af foredraget, der 
diskuterer veje og rammer for grundforskningen:

"Jeg er meget rørt over, at Dansk Fysisk Selskab har 
valgt mig som modtager af NKT’s Forskerpris i Fysik 
1993. Personligt fortjener jeg slet ikke den ære - Jeg 
opfatter det nærmere som Selskabets ønske om at anerk­
ende og stimulere forskning i nogle af de nye retninger 
inden for fysik. Retninger, der lige upræcist beskrives 
med betegnelser som "komplekse systemers fysik", "ikke- 
lineær fysik" eller "kaos".

1993
"...Den forskning, som ligger til grund for prisuddelin­

gen, har som nævnt foruroligende vage betegnelser. Og det 
eneste forhold, som journalister normalt synes at tilegne 
sig ud fra vores forsøg på at forklare essensen i emnet, er 
det faktum, at vejret er uforudsigeligt. I de senere år er vi 
kommet under et egentligt pres for at præsentere os selv 
som en veldefineret gruppe med en klart defineret mission, 
og omtrent hver anden måned producerer vi endnu en ny 
rapport eller bevillingsansøgning, hvor vi forklarer ikke- 
lineær forsknings unikke betydning inklusive en femårs 
plan med problemer, som vi lover at løse osv."

"I forsøget på, at hjælpe med skabelsen af et godt miljø 
for vores unge forskere har også jeg været tvunget til at 
gruble over måder, hvorpå man kan få så meget som 
muligt ud af de begrænsede midler, der stilles til rådighed 
for grundforskning. Og det er meget naturligt, at een måde 
har været at ansøge forskningsprogrammer med skarpt de­
finerede mål. Jeg forstår godt, hvorfor dette er måden at 
støtte f.eks. DNA sekvensering eller en geologisk un­
dersøgelse. En plan er også meget nødvendig, hvis man 
skal bygge en komponent til en accelerator, der skal kunne 
fungere ti år fremme. Selv i min egen forskning kan jeg i 
bakspejlet skelne langtidsplaner.

"Ved at fokusere på planlægning og på korttids 
virkninger - såsom antal citationer eller antal af inviterede 
foredrag - mener jeg, vi ofte taber essensen og glemmer, 
hvorfor folk over hovedet dyrker videnskab og hvad det 
egentlig er, de gør."

"Jeg er selvfølgelig klar over, at forskellige mennesker 
vil have forskellig drivkraft, og de forskellige aspekter af 
forskning kræver også forskellige strategier. Så det, jeg 
vil sige, angår måske kun en lille del af os - men jeg 
mener, at for en brøkdel af vores ressourcer bør vi kaste 
forsigtigheden fra os og satse på at støtte nogle få men­
nesker med uklare mål, men med en stærk fascination af 
den fysiske verdens fænomener."

"Fysik forstået som "naturens filosofi" adskiller sig fra 
mere vanskelige emner - såsom ingeniørvidenskab eller 
medicin - på den måde, at en fysiker kun ejer en "metode", 
men ikke et "emne". Selvom vi er meget bevidste om, at 
naturen byder på problemer, der både er meget vanske­
ligere og mere fascinerende end f.eks. udredningen af 
atomkernernes struktur, så vælger vi blandt de interes­
sante emner netop dem, vi håber at kunne løse med vores 
værktøj. Og hvis vi har succes, gør vi ikke engang det. Så 
opdager vi helt nye universer af opgaver, som ingen før 
havde drømt om. Og nogle gange i denne proces opnår 
vi evnen til at forklare hidtil ubegribelige spørgsmål - 
og måske ændre på hele den måde, vi opfatter tingene. 
Det er for sådanne magiske øjeblikke, samfundet betaler 
os, og det er det, vi skal gøre. Jeg tror på, at samfun­
det er bedre tjent med at lade fysikere satse, lade dem 
have perioder, hvor de ligger brak, og lade dem følge 
deres intuition i spørgsmål, hvor de føler, de måske finder 
guld. Hellere det end at belønne dem for at opretholde
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en høj håndværkskvalitet inden for deres snævre ekspert 
område. Og vi må på en eller anden måde gøre det klart 
for vore studenter, at det IKKE forventes af dem, at de gør 
deres PhD projekt til en livslang beskæftigelse. Men at 
det kun er en øvelse, der kvalificerer dem til optagelse i 
"klubben", og at de senere bør efterforske hvad som helst, 
de mener er vigtigt. Men vi gør dette nærmest umuligt ved 
at opdele vore akademiske strukturer i en uendelighed af 
små og skarpt opdelte indsatsområder. Tag f.eks. Grund­
forskningsfondens nye astrofysiske center. Kan det støtte 
en astronom, hvis interesser har ændret sig i retning af at 
forstå de grundlæggende principper i visual cortex? Ud 
fra kontrakten kan det ikke - og sandsynligvis vil det heller 
ikke gøre det. Men samtidig ved vi alle, at man ikke kan få 
fornuft ud af data for milliarder af stjerner eller milliarder 
af partikler i accelerator kollisioner, hvis ikke vi tænker i 
fuldstændig nye veje."

"Jeg er godt klar over, at sådanne højtflyvende forslag 
er kontroversielle - hvilken garanti har vi for, at sådanne 
folk faktisk vil udrette noget som helst? Er vores univer­
siteter ikke allerede fyldt op med dødt træ? Jeg vil gerne 
bidrage til debatten ved at henvise til den forskningskar­
riere, som jeg ved mest om, nemlig min egen. Og ud fra 
den kan jeg sige, at i bakspejlet vil næsten alt det, jeg di­
rekte har fået penge for at gøre, sandsynligvis ikke være 
af blivende interesse. Og det er inklusive en stor del af det, 
der er nævnt i indstillingen til forskerprisen. Til gengæld 
har det vist sig, at de resultater jeg har opnået ved siden

af - fordi jeg syntes det var sjovt -på langt sigt har vist sig 
at være de eneste af blivende værdi...."

"Hvad jeg har indset fra mine "sidespring" er, at i det 
mindste for nogle fysikere vil det at forfølge et specifikt 
projekt kunne være uproduktivt. I mit eget tilfælde kom de 
fleste ting af blivende værdi altså fra aktiviteter, jeg ikke 
var ansat til. Mens jeg var post doc var dette fuldstændig 
"misbrug" af tid. Senere blev det gjort muligt af NORDI- 
TAs beskyttende skal."

"Og nu som konsekvens af den uventede succes af en af 
disse private fornøjelser, sidder jeg som en bidronning og 
forsøger at styre kaos-forskningen på Niels Bohr Institut­
tet. Så min drøm er altså, at vi skal dedikere en væsentlig 
del af vores forskningsressourcer til den risikofyldte op­
gave det er, at udvælge nogle få mænd og kvinder, som 
virkelig elsker at drive videnskab og så lade dem gøre 
fuldstændig hvad, deres næse siger dem. Hertil har vi 
ikke brug for Centre. Vi har brug for et godt bredt in­
stitut. Og når jeg siger "nogle få mænd og kvinder", 
så mener jeg virkelig de bedste, vi kan finde. Tænk på 
alle de videnskabsfolk, der har givet væsentlige bidrag 
i København: Bohr, Heisenberg, Hevesy, Klein, Lan- 
dau, Møller, Gamow, Franck, Dirac, Rosenfeld, Kramers, 
Nishina, Casimir,... Danmark er et lille land - fysik er 
et fælles menneskeligt anliggende - og hvis vi opretholder 
vores meget specielle tradition, så kan vi beholde fysikken 
her stærk og spændende. Dette og intet andet vil tiltrække 
de bedste studenter til fysik......"
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